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ié

de
co

ur
s

Economie de l’Assurance Approfondie

Christophe Dutang
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3.2 Aléa moral ex-ante . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
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Chapitre 1

Fondamentaux de l’assurance

1.1 Définition de l’assurance et jargon

Définition 1.1.1. L’assurance est une opération par laquelle une partie – l’assuré – contracte moyennant
un paiement - la prime ou cotisation - une prestation par une autre partie – l’assureur – en cas de
réalisation d’un risque.

Quelques mots de jargon :
— Une police d’assurance : Une police d’assurance est un document contractuel conclu entre

l’assuré et la compagnie d’assurance. Elle stipule le montant de la prime, la durée du contrat,
les termes et conditions applicables et autres détails concernant la couverture de l’assuré et les
prestations de la compagnie d’assurance.

— La couverture : La portée de la protection stipulée dans le contrat d’assurance, c’est-à-dire, ce
à quoi vous avez droit en cas de sinistre.

— Un sinistre : C’est le risque qui se réalise : accident, maladie, vol, détérioration,...etc.
— Un agent général d’assurance : C’est un mandataire désigné par une ou plusieurs compagnies d’as-

surance pour vendre des polices d’assurance. L’agent est rattaché à une ou plusieurs compagnies
d’assurance et œuvre dans leur intérêt.

— Un courtier en assurance : C’est un acteur indépendant autorisé par l’Etat à vendre des polices
d’assurance. Le courtier est généralement indépendant et représente l’assuré ; il œuvre donc pour
le bien de son client.

— Une compagnie d’assurance : Une compagnie d’assurance est une entreprise à but lucratif, agréée
par l’Etat et autorisée à vendre des polices d’assurances.

— Une mutuelle : Un organisme à but non lucratif, agréée par l’Etat et qui se voit offrir la possibilité
de vendre des polices d’assurances.

— Une exclusion : Les prestations exclues de la couverture souscrite.
— La franchise : La part des dépenses qui reste à la charge de l’assuré en cas de sinistre.
— Le profil de l’assuré : Il se constitue de différents éléments (l’âge, le sexe, la situation géographique,

l’état de santé,. . .).
— La prime d’assurance : La somme que vous payez pour bénéficier de votre assurance

Il existe une distinction entre les produits d’assurance
— l’assurance non-vie désigne l’ensemble des assurances où l’évènement déclencheur n’est PAS lié

à la mort ou la survie d’un individu. Il y a une subdivision entre deux grandes classes d’assurance
non-vie
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CHAPITRE 1. FONDAMENTAUX DE L’ASSURANCE 4

1. dommage : pour les couvertures contre une perte survenant d’un dommage à un objet physique.

2. responsabilité civile (RC) : pour les couvertures contre une perte survenant d’une blessure
corporale, les conditions financières d’une personne ou une organisation, ou toutes pertes
d’agréments.

Exemples : assurance dommage auto, assurance incendie, assurance marine ; RC auto, RC de
l’employeur, RC médicale.

— l’assurance vie désigne l’ensemble des assurances où l’évènement déclencheur est lié à la mor-
talité ou la survie d’un individu. Il existe plusieurs classes d’assurance vie

1. assurance permanente/temporaire en cas de décès : pour un individu d’âge x, versement d’une
unité en fin d’année du décès

2. assurance permanente/temporaire en cas de vie : pour un individu d’âge x, versement d’une
unité au bout de n années si l’assuré est en vie.

3. rente viagère (temporaire) : pour un individu d’âge x, versement d’une unité jusqu’à son décès
ou pendant les n premières années.

1.2 Risque et espérance d’utilité

Le concept d’utilité a pour objectif de proposer un cadre pour modéliser les préférences entre deux
biens x et y par un invididu et préciser la relation x ≥ y pour x, y ∈ S.

Définition 1.2.1 (Utilité). Une fonction U : S 7→ R représente une relation de préférence si x < y
équivaut à U(x) ≥ U(y).

On considère les 3 axiomes suivants pour garantir l’existence d’une fonction d’utilité

1. Complétude : pour tout x, y ∈ S, x < y ou y < x.

2. Transitivité : pour tout x, y, z ∈ S, x < y et y < z entraine x < z.

3. Continuité : pour tout xn → x ∈ S et yn → y ∈ S, si pour tout n ∈ N, xn < yn alors x < y.

Les deux premiers axiomes définissent un ordre sur l’ensemble S.

Proposition 1.2.1. Si une préférence < vérifient les 3 axiomes, alors il existe une fonction d’utilité
continue U représentant cette préférence.

Remarque 1.2.2. Considérons l’ordre lexicographique S = R2 défini par

∀x = (x1, x2), y = (y1, y2), x < y ⇔ x1 > y1 ou x2 ≥ y2, x1 = y1.

L’ordre lexicographique ainsi défini ne vérifie pas l’axiome 3 de continuité donc il n’existe pas de fonction
continue lié à cet ordre.

Comme une fonction d’utilité est une fonction de S dans R, on peut remplacer sans perte de généralité
< par ≥.

Sur (Ω,B,P) un espace probabilisé, X représente les gains à une loterie. Typiquement dans le cas
discret, X est à valeurs dans x1, . . . , xn avec les probabilités suivantes p1, . . . , pn. X est souvent appelé
loterie en économie.
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CHAPITRE 1. FONDAMENTAUX DE L’ASSURANCE 5

Avant les travaux de Bernouilli et Cramer (au début du 18ème siècle), “l’attrait” d’une loterie était
censé être fondé sur l’espérance mathématique de son gain

E(W ) =

n∑

i=1

pixi.

Selon une telle conception, un individu rationnel devrait être indifférent entre la loterie au résultat
incertain W et une somme certaine égale à E(W ) et, entre plusieurs loteries, devrait préférer celle qui
donne l’espérance de gain la plus élevée. Le simple exemple du loto contredit le critère d’espérance.

Exemple 1.2.2 (Loto (simplifié)). La mise pour une grille de loto est de 2e. Le jeu consiste à déterminer
5 numéros tirés au hasard entre 1 et 49. La grille de gains simplifiée (sans tenir compte du numéro chance)
est donnée dans le tableau suivant.

Résultat Probabilités 1 chance sur Gain moyen

5 numéros sans n ° Chance p5 = 0, 00005% 2 118 760 103 038e
4 numéros sans n ° Chance p4 = 0, 01% 9 631 1 062e
3 numéros sans n ° Chance p3 = 0, 45% 224 10e
2 numéros sans n ° Chance p2 = 6, 25% 16 5e

Le résultat total incluant le prix d’achat est donc la variable aléatoire suivante

W =





103036 avec probabilité p5
1060 avec probabilité p4

8 avec probabilité p3
3 avec probabilité p2
−2 avec probabilité p0

avec p0 = 1− p2 − p3 − p4 − p5 = 0, 9329314. L’espérance vaut E(W ) = −1, 483957. Pourquoi y a-t-il 27
millions de joueurs chaque année ?

Si on souhaite comparer deux loteries X et Y , il nous faut préciser la préférence X < Y .

Définition 1.2.3 (Espérance d’utilité). Pour une loterie X (à valeurs dans x1, . . . , xn et de probabilités
p1, . . . , pn) et une fonction u : R 7→ R, l’espérance d’utilité U est définie par

U(X) = E(u(X)) =

n∑

i=1

piu(xi).

On considère les 4 axiomes suivants garantir l’existence d’une fonction d’utilité en cas d’incertitude

1. Complétude : pour tout X,Y , X < Y ou Y < X.

2. Transitivité : pour tout X,Y, Z, X < Y et Y < Z entraine X < Z.

3. Continuité : pour tout Xn → X et Yn → Y , si pour tout n ∈ N, Xn < Yn alors X < Y .

4. Indépendance : pour tout X,Y, Z, pour tout α ∈ [0, 1], X ≥ Y équivaut à αX + (1 − α)Z <
αY + (1− α)Z.

Proposition 1.2.3. Si une relation de préférence < satisfait les 4 axiomes alors il existe une représentation
par espérance d’utilité, i.e. il existe u : R 7→ R telle que U(X) = E(u(X)).

On rappelle que l’espérance est définie par
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CHAPITRE 1. FONDAMENTAUX DE L’ASSURANCE 6

— E(u(Wp)) =
∑N

i=1 p(i)u(Wp,i) pour une variable aléatoire discrète
— E(u(Wp)) =

∫
X p(w)u(w)dw pour une variable aléatoire continue.

Proposition 1.2.4. Si u et v définissent le même ordre de préférence ≥ alors il existe a, b ∈ R, telle que
u = av + b.

Démonstration. La fonction u est définie à une transformation affine croissante près puisque l’espérance
est une fonction affine.

Dans la suite on supposera que la fonction d’utilité u est croissante.

1.3 Aversion au risque et riscophilie

1.3.1 Comportement face au risque

Définition 1.3.1 (Averse au risque ou riscophobe). Un individu est averse au risque si pour toute
richesse w ∈ R et un aléa ε d’espérance nulle, l’individu préfère la richesse certaine w au gain aléatoire
w + ε, i.e. U(w) ≥ U(w + ε) pour U une espérance d’utilité. Autrement dit, u(w +E(ε)) ≥ E(u(w + ε)).

Définition 1.3.2 (Riscophile). Un individu est riscophile si pour toute richesse w ∈ R et un aléa ε
d’espérance nulle, l’individu préfère le gain aléatoire w+ ε à la richesse certaine w, i.e. U(w) ≤ U(w+ ε)
pour U une espérance d’utilité. Autrement dit, u(w + E(ε)) ≤ E(u(w + ε)).

L’aversion au risque est intiment lie à la concavité de la fonction d’utilité U puisque l’on compare
U(w) = E(u(w)) et U(w+ε) = E(u(w+ε)) = 1

2u(w+e)+ 1
2u(w−e), par exemple. On rappelle l’inégalité

de Jensen : pour tout fonction f concave, pour toute variable aléatoire X, E(f(X)) ≤ f(E(X)).

Proposition 1.3.1. Un individu est riscophobe si et seulement si u est strictement concave.

Démonstration. ⇒
Si l’individu est riscophobe et H est une variable aléatoire discrète alors

E(u(w +H)) < u(w + E(H))⇔
∑

i∈N
u(w + hi)pi < u

(
w +

∑

i∈N
hipi

)

⇔
∑

i∈N
u(w + hi)pi < u

(∑

i∈N
pi(w + hi)

)
⇔
∑

i∈N
u(zi)pi < u

(∑

i∈N
pizi

)

Autrement dit u est strictement concave.

⇐
Par l’inégalité de Jensen, pour une variable aléatoire X et une fonction concave u, on a E(u(X)) <
u(E(X)) .

Remarque 1.3.2. L’individu est riscophile équivaut à une fonction u convexe. L’individu est neutre au
risque équivaut à une fonction u concave et convexe (i.e. affine).
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CHAPITRE 1. FONDAMENTAUX DE L’ASSURANCE 7

Remarque 1.3.3. Considérons 3 individus, le premier A possède une fonction d’utilité concave, le
deuxième B une utilité linéaire (directement proportionnelle au revenu) et le troisième C une utilité
convexe. Les fonctions d’utilité sont représentées sur la figure 1.1. Demandons à ces agents de comparer

— le projet X rapportant w1 = a et w2 = −a avec probabilité p1 = p2 = 1/2 ;
— le projet Y , dont le revenu est nul avec certitude : w1 = 0 et p1 = 1.

Notons que les deux projets ont la même espérance E(X) = 0 = E(Y ). Les préférences des individus sont
les suivantes.

— Pour A, il est clair que Y est préféré à X puisque vA(X) = E(uA(X)) < 0 = E(uA(Y )).
— Pour B, X et Y sont équivalents car vB(X) = E(uB(X)) = E(X) = 0 = E(uB(Y )).
— Pour C au contraire, X est préféré à Y puisque vC(X) = E(uC(X)) > 0 = E(uC(Y )).

8 CHAPITRE 1. FONDAMENTAUX DE L’ASSURANCE - 3H

Remarque 1.3.3. Considérons 3 individus, le premier A possède une fonction d’utilité concave, le
deuxième B une utilité linéaire (directement proportionnelle au revenu) et le troisième C une utilité
convexe. Les fonctions d’utilité sont représentées sur la figure 1.1. Demandons à ces agents de comparer

— le projet X rapportant w1 = a et w2 = �a avec probabilité p1 = p2 = 1/2 ;
— le projet Y , dont le revenu est nul avec certitude : w1 = 0 et p1 = 1.

Notons que les deux projets ont la même espérance E(X) = 0 = E(Y ). Pour A, il est clair que Y
est préféré à X puisque vA(X) = E(uA(X)) < 0 = E(uA(Y )). Pour B, X et Y sont équivalents car
vB(X) = E(uB(X)) = E(X) = 0 = E(uB(Y )). Pour C au contraire, X est préféré à Y puisque vC(X) =
E(uC(X)) > 0 = E(uC(Y )).

Figure 1.1 – Fonction d’utilité et comportement vis-à-vis du risque

1.3.2 Mesure d’aversion au risque

Définition 1.3.3 (prime de risque). C’est le montant ⇡ qu’un individu est prêt à payer pour se débarasser
d’une lotterie donnant un gain aléatoire H et recevoir E(H) à la place. Autrement dit ⇡ vérifie

E(u(w + H)) = u(w + E(H) � ⇡).

⇡ est appelé mesure de Markowitz.

Définition 1.3.4 (prime compensatoire). C’est le montant ⇡̃ que l’on donne à un individu pour qu’il
accepte une lotterie de gain aléatoire H à la place d’un gain certain E(H). Autrement dit ⇡̃ vérifie

E(u(w + H + ⇡̃)) = u(w + E(H)).

Proposition 1.3.4. Si l’individu est riscophobe, alors ⇡ et ⇡̃ sont strictement positifs.

Démonstration. Comme u est strictement concave, on a

E(u(w + H)) < u(w + E(H)).

Figure 1.1 – Fonction d’utilité et comportement vis-à-vis du risque

1.3.2 Mesure d’aversion au risque

Définition 1.3.3 (prime de risque). C’est le montant π qu’un individu est prêt à payer pour se débarasser
d’une lotterie donnant un gain aléatoire H et recevoir E(H) à la place. Autrement dit π vérifie

E(u(w +H)) = u(w + E(H)− π).

π est appelé mesure de Markowitz.

Définition 1.3.4 (prime compensatoire). C’est le montant π̃ que l’on donne à un individu pour qu’il
accepte une lotterie de gain aléatoire H à la place d’un gain certain E(H). Autrement dit π̃ vérifie

E(u(w +H + π̃)) = u(w + E(H)).

Remarque 1.3.4. Dans un contexte d’assurance, notons X représente un montant aléatoire de sinistre, I
l’indemnité versée par l’assurance en cas de survenance du sinistre. La prime maximale égalise l’espérance
d’utilité sans et avec assurance, i.e. E(u(w −X)) = E(u(w −X − πmax + I)). Si l’assurance est totale,
cela revient à E(u(w −X)) = u(w − πmax). Autrement dit, πmax est une prime de risque.
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CHAPITRE 1. FONDAMENTAUX DE L’ASSURANCE 8

Proposition 1.3.5. Si l’individu est riscophobe, alors π et π̃ sont strictement positifs.

Démonstration. Comme u est strictement concave, on a

E(u(w +H)) < u(w + E(H)).

Comme u est croissante,
∀z ≤ 0, u(w + E(H)) ≤ u(w + E(H)− z).

Si π < 0 alors on aurait
E(u(w +H)) < u(w + E(H)− π).

C’est absurde par définition de π. Même raisonement pour π̃.

1.3.3 Indices d’aversion

Définition 1.3.5 (Indice d’aversion). Pour une fonction d’utilité u, l’indice d’aversion relative au risque
est

Ar(u, x) = −xu
′′(x)

u′(x)
,

tandis que l’indice d’aversion absolue au risque est

Aa(u, x) = −u
′′(x)

u′(x)
.

Autrement dit, Ar(u, x) = xAa(u, x).

Proposition 1.3.6. Un individu de fortune initiale w soumis à une lotterie de gain aléatoire H (possédant
un moment d’ordre 2) est prêt à payer la prime de risque suivante au voisinage de w + E(H)

πa(w,H) ≈ V ar(H)

2
× −u

′′(w + E(H))

u′(w + E(H))
=
V ar(H)

2
Aa(u,w + E(H)).

πa(w,H) est appelé mesure d’Arrow-Pratt.

Démonstration. π vérifie E(u(w + H)) = u(w + E(H) − π). On pose ε = H − E(H). En faisant un
développement limité de u(w +H) au point w + E(H), on a

u(w +H) = u(w + E(H) + ε) = u(w + E(H)) + εu′(w + E(H)) +
ε2u′′(w + E(H))

2
+ o
(
ε2
)

En passant à l’espérance on obtient

E(u(w +H)) = u(w + E(H)) + 0 +
E(ε2)u′′(w + E(H))

2
+ o
(
E(ε2)

)

En faisant un développement limité de u(w + E(H)− π) au point w + E(H), on a

u(w + E(H)− π) = u(w + E(H))− πu′(w + E(H)) + o(π) .

Par identification, on trouve

πu′(w + E(H)) = −V ar(ε)u
′′(w + E(H))

2
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CHAPITRE 1. FONDAMENTAUX DE L’ASSURANCE 9

Proposition 1.3.7. Un individu de fortune initiale w soumis à une lotterie de gain aléatoire relatif H
(possédant un moment d’ordre 2) est prêt à payer la prime de risque suivante au voisinage de w(1+E(H)

πr(w,H) ≈ V ar(H)

2
× w−u

′′(w + E(H))

u′(w + E(H))
=
V ar(H)

2
Ar(u,w + E(H)).

Démonstration. Considérons la version relative de la prime au risque où π vérifie E(u(w(1 + H))) =
u(w(1 +E(H) + π)). En faisant un développement limité de u(w(1 +E(H) + ε)) au point w(1 +E(H)),
on a

u(w(1 +H)) = u(w(1 + E(H)) + wεu′(w(1 + E(H)) +
w2ε2u′′(w(1 + E(H)))

2
+ o
(
ε2
)

En passant à l’espérance, on trouve

E(u(w(1 +H))) = u(w(1 + E(H)) +
w2E(ε2)u′′(w(1 + E(H)))

2

Par identification sur le développement de u(w(1 + E(H) + π)), on trouve

wπu′(w + E(H)) = −w
2E(ε2)u′′(w(1 + E(H)))

2

Proposition 1.3.8. On a les équivalences suivantes

1. pour tout x, Ar(u2, x) ≥ Ar(u1, x).

2. il existe une fonction concave croissante f , u2(x) = f(u1(x)).

3. pour tout w et variable aléatoire H, πr,1(w,H) ≥ πr,2(w,H).

Démonstration. 1.⇐ 2. par dérivation. 1.⇒ 2. par contradiction. 3.⇐ 1. par développement limité.

1.3.4 Fonctions d’utilité usuelles

Les préférences résument les comportements vis à vis du risque. Il est donc important de connaitre
les caractéristiques des fonctions d’utilité usuelles.

Définition 1.3.6 (CRRA). Il s’agit des fonctions d’utilité qui se mettent sous la forme d’une puissance

u(x) =
xα

α
, x > 0,

pour α 6= 0. On a les cas particuliers suivants
— α = 1, u(x) = x redonnera l’espérance usuelle.
— α = −1, u(x) = −1/x représente une aversion au risque
— α→ 0, u(x) = log(x).

Proposition 1.3.9. Pour x > 0, on a u′′(x) = (α− 1)xα−2. Ainsi
— α < 1, u est concave.
— α = 1, u est linéaire.
— α > 1, u est convexe.

De plus, Aa(u, x) = (1−α)/x, Ar(u, x) = 1−α, πa(H) = V ar(H)(1−α)
2E(H) . Notons que pour α < 1, la dérivée

d’ordre supérieure change de signe u(3) > 0, u(4) < 0. . .
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ié

de
co

ur
s

CHAPITRE 1. FONDAMENTAUX DE L’ASSURANCE 10

Démonstration. u′(x) = xα−1 et u′′(x) = (α−1)xα−2, u(3)(x) = (α−1)(α−2)xα−3, u(4)(x) = (α−1)(α−
2)(α− 3)xα−4.

L’espérance d’utilité est simplement le moment d’ordre α de la variable aléatoire.

Définition 1.3.7 (CARA). Il s’agit des fonctions d’utilité qui se mettent sous la forme d’une exponen-
tielle

u(x) = −e
−αx

α
, x > 0,

pour α > 0. On a le cas particulier suivant
— α→ 0, u(x) = x.

Proposition 1.3.10. Pour x > 0, u est concave. De plus, Aa(u, x) = α, Ar(u, x) = αx, πa(H) =
αV ar(H)

2 . Notons que la dérivée d’ordre supérieure change de signe u(3) > 0, u(4) < 0. . .

Démonstration. u′(x) = e−αx, u′′(x) = −αe−αx, u(3)(x) = α2e−αx, u(4)(x) = −α3e−αx.

L’espérance d’utilité est simplement la fonction génératrice des moments de la variable aléatoire.

Définition 1.3.8 (Log). Il s’agit des fonctions d’utilité de la forme

u(x) = log(x), x > 0.

Proposition 1.3.11. Pour x > 0, u est concave. De plus, Aa(u) = 1/x, Ar(u) = 1, πa(H) = V ar(H)
2E(H) .

Démonstration. u′(x) = 1/x et u′′(x) = −1/x2.

L’espérance d’utilité est simplement l’espérance du logarithme de la variable aléatoire.

1.4 Principes de l’assurance

Considérons un ensemble de n. Chaque individu i a une dotation aléatoire Ci. Le vecteur C =
(C1, . . . , Cn) représente l’allocation initiale aux n individus. Notons Ctot =

∑
iCi la richesse totale.

Définition 1.4.1. Une allocation C ′ = (C ′1, . . . , C
′
n) est possible si elle ne dépasse pas la richesse totale

(aléatoire) des n individus, i.e.
∑

iC
′
i = Ctot presque surement (p.s.).

Définition 1.4.2. Pour un individu d’utilité u, une allocation C = (C1, . . . , Cn) est dite Pareto efficace
lorsqu’il n’y a pas d’autre allocation possible fournissant une espérance d’utilité plus grande à certains
individus sans la réduire à d’autres. C’est à dire il n’existe aucune allocation C ′ = (C ′1, . . . , C

′
n) telle que

pour tout i, E(ui(C
′
i)) ≥ E(ui(Ci)) et il existe j ∈ {1, . . . , n}, tel que E(uj(C

′
j)) > E(uj(Cj)).

En pratique, une allocation Pareto efficace consiste à résoudre le problème

max
C′1,...,C

′
n

α1E(u1(C
′
1)) + · · ·+ αnE(un(C ′n)) tel que C ′1 + · · ·+ C ′n = Ctot p.s.
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pour un ensemble de poids strictement positif αi > 0.

Dans un contexte d’assurance, chaque individu de fortune initiale wi fait face au risqueXi (par exemple
nul si le risque ne survient pas et xi strictement positif sinon). On pose Ci = wi −Xi. Ainsi on cherche
non plus une allocation de richesse C mais une allocation de sinistres X = (X1, . . . , Xn). On compare
deux situations : absence d’assurance X = (X1, . . . , Xn) et couverture d’assurance Y = (Y1, . . . , Yn). Une
allocation de perte Y = (Y1, . . . , Yn) est possible si

∑
i Yi =

∑
iXi = S presque surement. Pour l’individu

i, si Yi < Xi, on parlera de couverture de risque, à l’opposé Yi ≥ Xi représente une accumulation
de risque. L’allocation Y est Pareto efficace s’il n’y a pas d’allocation possible augmentant l’espérance
d’utilité. Chaque individu maximise son espérance d’utilité E(ui(wi − Yi)).

On suppose pour simplifier que les variables aléatoires sont discrètes. De plus, il y a deux états
possibles : Ω = {ω1, ω2} de probabilités respectives p1, p2 (avec p1 + p2 = 1). Ainsi pour tout individu i

E(ui(wi − Yi)) = p1ui(wi − Yi(ω1)) + p2ui(wi − Yi(ω2)).

On souhaite réaliser une maximisation presque sure donc on définit un Lagrangien pour chaque état
ω ∈ Ω

L(Y, λω) =
n∑

i=1

αi(p1ui(wi − Yi(ω1)) + p2ui(wi − Yi(ω2))) + λω

(
S(ω)−

n∑

i=1

Yi(ω)

)
.

Pour chaque état ω ∈ Ω, la condition du premier ordre s’exprime pour chaque individu i

∂L

∂Yi(ω)
(Y, λω) = 0⇔ −αipωu′i(wi − Yi(ω)) + λω(−1) = 0⇔ αiu

′
i(wi − Yi(ω)) = −λω/pω.

On en déduit deux égalités le ratio d’utilité entre les deux états de la nature est constant (=
λω1pω2
λω2pω1

) et le

ratio d’un individu à un autre aussi. La première équation appélée condition de Borch est une condition
toujours nécessaire et seulement suffisante si l’individu est averse au risque.

∀i 6= j,
u′i(wi − Yi(ω1))

u′i(wi − Yi(ω2))
=
u′j(wj − Yj(ω1))

u′j(wj − Yj(ω2))
, (1.1)

La seconde équation est

∀i 6= j,
u′i(wi − Yi(ω))

u′j(wj − Yj(ω))
=
αj
αi
. (1.2)

On analyse deux situations

1. un individu neutre au risque et n− 1 individus averses au risque.

2. n individus averses au risque.

Proposition 1.4.1 (Transfert de risque). Si l’individu 1 est neutre au risque (e.g. un assureur) tandis
que les autres sont averses au risque, alors tous les n − 1 individus sont parfaitement couvert après
transfert à l’individu neutre au risque (assureur).

Démonstration. Si l’individu 1 est neutre au risque, alors la fonction d’utilité u1 est affine. Donc u′1(x)
est indépendant de x. Par la propriété précédente (1.1), on a

∀j 6= 1,
u′1(w1 − Y1(ω1))

u′1(w1 − Y1(ω2))
=
u′j(wj − Yj(ω1))

u′j(wj − Yj(ω2))
⇔ ∀j 6= 1, 1 =

u′j(wj − Yj(ω1))

u′j(wj − Yj(ω2))

Donc pour tout j 6= 1, u′j(wj − Yj(ω1)) = u′j(wj − Yj(ω2)) Autrement dit, l’individu j est indifférent aux
états de la nature (le risque de perte) donc il est parfaitement couvert.
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Exemple 1.4.3 (Cas d’école). Considérons pour le transfert de risque

u1(x) = a1x+ b, u′1(x) = a1, uj(x) = −e−ajx, u′j(x) = aje
−ajx.

Ainsi

u′1(w1 − Y1(ω1))

u′1(w1 − Y1(ω2))
=
a1
a1

= 1,
u′j(wj − Yj(ω1))

u′j(wj − Yj(ω2))
= e−aj(wj−Yj(ω1))+aj(wj−Yj(ω2)) = e−aj(Yj(ω2)−Yj(ω1)).

Il suffit de choisir Yj(ω1) = Yj(ω2) pour avoir une allocation de Pareto.

Proposition 1.4.2 (Mutualisation). Si tous les individus sont averses au risque, alors l’allocation Pareto
efficiente n’est une fonction que de la somme agrégée des pertes S = X1 + · · ·+Xn. Autrement dit, il y
a une mutualisation entre tous les individus.

Démonstration. Si tous les individus sont averses au risque u′′j 6= 0, alors par la propriété précédente (1.2)
on a

∀j 6= 1,
u′j(wj − Yj(ω))

u′1(w1 − Y1(ω))
=
α1

αj
⇔ u′j(wj − Yj(ω)) = µju

′
1(w1 − Y1(ω)).

Travaillant pour chaque ω, on oublie l’indice. En dérivant par rapport à Xi, on a

∂Yj
∂Xi

u′′j (wj − Yj) = µj
∂Y1
∂Xi

u′′1(w1 − Y1)⇒
n∑

j=1

∂Yj
∂Xi

= u′′1(w1 − Y1)
n∑

j=1

µj
u′′j (wj − Yj)

∂Y1
∂Xi

Comme X1 + · · ·+Xn = S = Y1 + · · ·+ Yn, alors

n∑

j=1

∂Yj
∂Xi

=
∂S

∂Xi
=

∂
n∑
j=1

Xj

∂Xi
= 1⇒ 1 = u′′1(w1−Y1)

n∑

j=1

µj
u′′j (wj − Yj)

∂Y1
∂Xi

⇔ ∂Y1
∂Xi

=
1

u′′1(w1 − Y1)
n∑
j=1

µj
u′′j (wj−Yj)

En remplaçant µj par son expression, on trouve

∂Y1
∂X1

=
∂Y1
∂X2

= · · · = ∂Y1
∂Xn

=

u′1(w1−Y1)
u′′1 (w1−Y1)
n∑
j=1

u′j(wj−Yj)
u′′j (wj−Yj)

=
1/Aa(u1, w1 − Y1)
n∑
j=1

1/Aa(uj , wj − Yj)

En utilisant S = X1 + · · ·+Xn, ∂Y1∂S est encore constante par rapport à S. Donc Y1 est une fonction de S
seulement. Idem pour les autres Yj . Tout repose sur X1(ω)+· · ·+Xn(ω) = S(ω) = Y1(ω)+· · ·+Yn(ω).

Exemple 1.4.4 (Cas d’école). Considérons la mutualisation avec la fonction d’utilité

uj(x) = −e−ajx, u′j(x) = aje
−ajx.

L’allocation optimale vérifie

u′1(w1 − Y1(ω1))

u′1(w1 − Y1(ω2))
=
u′j(wj − Yj(ω1))

u′j(wj − Yj(ω2))
⇔ a1(Y1(ω2)− Y1(ω1)) = aj(Yj(ω2)− Yj(ω1))

Donc en sommant sur les j

a1(Y1(ω2)− Y1(ω1))
∑

j

1/aj =
∑

j

(Yj(ω2)− Yj(ω1))

Dans le cas particulier où S(ω) n’est pas aléatoire, l’allocation Yi est vérifie

a1(Y1(ω2)− Y1(ω1))
∑

j

1/aj = S − S ⇔ Y1(ω2) = Y1(ω1).
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En plus de ces deux notions économiques vient s’ajouter un critère probabiliste.

Proposition 1.4.3 (Loi des Grands Nombres). Soit (Xn)n une suite de variables aléatoires indépendantes
et identiquement distribuées (i.i.d.) admettant une moyenne m <∞. On a

X1 + · · ·+Xn

n

p.s.−→
n→+∞

m

Proposition 1.4.4 (Théorème central limite). Soit (Xn)n une suite de variables aléatoires i.i.d. admet-
tant une moyenne m et une variance s2 finies. Posons

∀n ≥ 1, Zn =
X1 + · · ·+Xn − nm

s
√
n

.

Alors la suite (Zn)n converge en loi vers la loi normale N (0, 1). Autrement la suite des moyenne empirique
(X̄n)n converge en loi vers la loi normale N (m, s2/n).

Par conséquent dans le cas du transfert de risque, l’assureur minimise son aléa voire devient nul par
la loi des grands nombres. En effet, lorsque le nombre de risques assurés est grand et que les risques sont
indépendants, la moyenne empirique tend vers la constante m. Le Théorème Central Limite quantifie
cette incertitude.

Dans le cas de la mutualisation, l’allocation optimale entre individus riscophobes ne dépend que la
somme S = X1 + · · ·+Xn. Par le TCL, la loi de S tend vers N (nm, ns2). Ainsi le risque ne devient pas
nul car la variance ne tend pas vers 0 mais la variance de S croit aussi vite que la moyenne (et non pas
en n2) lorsque n augmente : ceci témoigne d’une réduction du risque. Une autre manière d’interpréter
est que le coefficient de variation cv(S) = σ(S)/E(S) = s2/(m

√
n) −→

n→+∞
0.
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Chapitre 2

Demande pour l’assurance et contrat
d’assurance

Dans ce chapitre nous étudions l’impact de l’aversion au risque d’un individu sur son besoin en
assurance auprès d’un assureur. Nous présentons dans un premier temps le modèle de Mossin † puis une
généralisation.

2.1 Modèle de Mossin

Concentrons nous sur le problème assureur - assuré étudié depuis Barrois en 1834. Considérons un
individu de fortune initiale w d’utilité u faisant face à un risque de X aléatoire. Nous supposons que le
sinistre X a la forme X = Bs avec B ∼ B(p) c’est à dire

X =

{
0 avec proba. 1− p
s avec proba. p

Celui-ci décidera de souscrire une assurance de prime π lorsque son utilité moyenne augmente, i.e.
u(w− π) ≥ E(u(w−X)). La prime d’assurance est calculée par π = (1 + λ)E(X) = (1 + λ)ps avec λ un
chargement. La prime est dite actuariellement juste lorsque λ = 0. On note I(x) l’indemnité versée par
l’assurance sachant X = x.

2.1.1 Coassurance

Supposons que l’assureur propose une coassurance. C’est à dire si le risque survient, l’assureur verse
une indemnité I(x) = αx sachant X = x pour α ∈ [0, 1]. La prime d’assurance est π(α) = απ. Ainsi, la
richesse de l’individu en cas de coassurance est donc

wf = w −X + I(X)− π(α) = w −X + αX − απ = w − (1− α)X − απ.
†. Le modèle a été proposé par Borch (1961) The Utility Concept Applied to the Theory of Insurance, Astin

Bulletin 1,245-255 ; Mossin (1968) Aspects of Rational Insurance Purchasing, Journal of Political Economy 79, 553-
568 ; and Smith (1968) Optimal Insurance Coverage, Journal ofPolitical Economy 76, 68-77.

14
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Notons l’espérance d’utilité

U(α) = E(u(w − (1− α)X − απ)) = (1− p)u(w − απ) + pu(w − (1− α)s− απ).

On cherche à résoudre le système
max
α∈[0,1]

U(α).

Proposition 2.1.1. Dans le modèle de coassurance, l’assurance partielle (α? < 1) est optimale ssi
la prime n’est pas actuariellement juste. Autrement dit l’assurance totale (α? = 1) est optimale si le
chargement est nul.

Démonstration. U(α) est strictement concave puisque

U ′(α) = −π(1− p)u′(w − απ) + p(s− π)u′(w − (1− α)s− απ),

U ′′(α) = π2(1− p)u′′(w − απ) + p(s− π)2u′′(w − (1− α)s− απ) < 0.

Par conséquent en l’absence de contrainte, il existe une unique solution. Remarquons que

U ′(α) = (0− π)(1− p)u′(w − απ) + p(s− π)u′(w − (1− α)s− απ) = E[(X − π)u′(w − (1− α)X − απ)]

= Cov(X − π, u′(w − (1− α)X − απ)) + E(X − π)E(u′(w − (1− α)X − απ))

= Cov(X − π, u′(w − (1− α)X − απ)) + (E(X)− (1 + λ)E(X))E(u′(w − (1− α)X − απ))

= Cov(X − π, u′(w − (1− α)X − απ))− λE(X)E(u′(w − (1− α)X − απ))

Regardons le problème avec les contraintes g1(α) = α−1 ≤ 0 et g2(α) = −α ≤ 0. Définissons le lagrangien

L(α, µ1, µ2) = U(α) + µ1g1(α) + µ2g2(α).

Les conditions du premier ordre et de complémentarité sont





∂L(α,µ1,µ2)
∂α = 0

µ1g1(α) = 0
µ2g2(α) = 0

⇔





U ′(α) + µ1 − µ2 = 0
µ1(1− α) = 0
µ2(α) = 0

Examinons les trois cas (1) µ1 = µ2 = 0, (2) µ1 ≥ 0 = µ2 et (3) µ2 > 0 = µ1.
(1) Il est immédiat que U ′(α) = 0 admet une unique solution telle que 0 < α? < 1 de part les

contraintes.

U ′(α) = 0⇔ λ =
Cov(X − π, u′(w − (1− α)X − απ))

E(X)E(u′(w − (1− α)X − απ))

Comme c’est la covariance de deux fonctions strictement croissantes de X, alors la covariance est
positive. Donc λ > 0.

(2) On a donc α? = 1 et

µ1 = −U ′(1) = −Cov(X − π, u′(w − π)) + λE(X)E(u′(w − π)) = 0 + λE(X)u′(w − π)

Donc λ = 0 entraine µ1 = 0 et U ′(1) = 0 ; et λ > 0 entraine µ1 > 0 et U ′(1) < 0.
(3) On a donc α? = 0 et

µ2 = U ′(0) = Cov(X − π, u′(w −X))− λE(X)E(u′(w −X))

λ ≤ 0 garantit µ2 ≥ 0.
Les contraintes ne sont actives (µi > 0) seulement lorsque λ 6= 0.
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2.1.2 L’assurance avec franchise

Supposons que l’assureur propose une assurance avec franchise d. C’est à dire si le risque survient,
l’assureur verse une indemnité I(x) = (x− d)+ sachant X = x. La prime d’assurance proposée est

π(d) = (1 + λ)E((X − d)+) = (1 + λ)(s− d)p.

Ainsi, la richesse de l’individu en cas de franchise est donc

wf = w −X + (X − d)+ − π(d) = w −min(X, d)− (1 + λ)(s− d)p

Notons l’espérance d’utilité

U(d) = E(u(wf )) = (1− p)u(w + (1 + λ)(d− s)p︸ ︷︷ ︸
w+

f

) + pu(w − d+ (1 + λ)(d− s)p︸ ︷︷ ︸
w−f

).

On cherche à résoudre le système
max
d≥0

U(d).

Proposition 2.1.2. Dans le modèle avec franchise, l’assurance partielle (d? > 0) est optimale ssi la prime
n’est pas actuariellement juste. Autrement dit l’assurance totale (d? = 0) est optimale si le chargement
est nul.

Démonstration. U(d) est strictement concave puisque

U ′(d) = (1− p)p(1 + λ)u′(w + (1 + λ)(d− s)p) + p(−1 + p(1 + λ))u′(w − d+ (1 + λ)(d− s)p).

U ′′(d) = (1− p)p2(1 + λ)2u′′(w + (1 + λ)(d− s)p) + p(−1 + p(1 + λ))2u′′(w − d+ (1 + λ)(d− s)p) < 0.

Par conséquent en l’absence de contrainte, il existe une unique solution. Remarquons que

U ′(d) = (−11X>0 − π′(d))(1− p)u′(w+
f ) + p(−11X>0 − π′(d))u′(w−f )

= E[(−11X>0 − π′(d))u′(w −min(X, d)− (1 + λ)(s− d)p)]

= Cov(−11X>0 − π′(d), u′(wf )) + E(−11X>0 − π′(d))E(u′(wf ))

= Cov(−11X>0 − π′(d), u′(wf )) + pλE(u′(wf ))

Regardons le problème avec les contraintes g1(d) = −d ≤ 0. Définissons le lagrangien

L(d, µ1) = U(d) + µ1g1(d).

Les conditions du premier ordre et de complémentarité sont
{

∂L(d,µ1)
∂d = 0

µ1g1(d) = 0
⇔
{
U ′(d) = µ1
µ1 = 0 ou d = 0

Examinons les trois cas (1) µ1 = 0, (2) µ1 > 0.
(1) on a d? ≥ 0 et

µ1 = U ′(d?) = 0⇔ Cov(11X>0 + π′(d?), u′(wf )) = pλE(u′(wf ))

⇔ λ =
Cov(11X>0 + π′(d?), u′(wf (X)))

pE(u′(wf ))
.

Comme c’est la covariance de fonction croissante de X, alors elle est positive donc λ ≥ 0.



Pol
yc

op
ié
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(2) µ1 > 0 entraine d? = 0 et

µ1 > 0⇔ λ =
Cov(11X>0 + π′(0), u′(wf (X)))− µ1

pE(u′(wf ))
<
Cov(11X>0 + π′(0), u′(wf (X)))

pE(u′(wf ))

Or pour d? = 0, wf est constant donc la covariance s’annule. donc λ < 0 = d?.

2.2 Modèle de Mossin généralisé

Considérons toujours un individu de fortune initiale w d’utilité u faisant face à un risque de X aléatoire
(de fonction de répartition F ). On ne se limite pas à X ∈ {0, s}. La prime d’assurance est calculée par

π = (1 + λ)E(X) = (1 + λ)

∫ ∞

0
xdFX(x)

avec λ un chargement. Cette intégrale est l’intégrale de Stieltjes étant valide pour X discret ou X continu
ou les deux. Comme l’intégrale de Riemann, elle préserve la relation d’ordre et les fonctions affines. On
note I(x) l’indemnité versée par l’assurance sachant X = x.

2.2.1 Coassurance

Supposons que l’assureur propose une coassurance. C’est à dire si le risque survient, l’assureur verse
une indemnité I(x) = αx sachant X = x pour α ∈ [0, 1]. La prime d’assurance est π(α) = απ. Ainsi, la
richesse de l’individu en cas de coassurance est donc

wf = w −X + I(X)− π(α) = w −X + αX − απ = w − (1− α)X − απ.

Notons l’espérance d’utilité

U(α) = E(u(w − (1− α)X − απ)) =

∫ ∞

0
u(w − (1− α)x− απ)dFX(x)

On cherche à résoudre le système
max
α∈[0,1]

U(α).

Proposition 2.2.1. Dans le modèle de coassurance,

1. L’assurance partielle α? < 1 est optimale ssi la prime n’est pas actuariellement juste.

2. Si Aa(u, x) est décroissante (resp. croissante), alors le taux de couverture décroit (resp. croit) avec
la fortune initiale. Pour les fonctions d’utilité CARA, le taux de couverture est indépendant de la
fortune initiale.

3. Le taux de couverture décroit avec le coefficient de chargement pour Aa(u, x) croissante ou constante.

4. Un individu plus averse au risque achète plus de couverture d’assurance.

Démonstration. U est concave puisque

U ′(α) =

∫ ∞

0

∂

∂α
u(w − (1− α)x− απ)dFX(x) =

∫ ∞

0
(x− π)u′(wf )dFX(x) = E((X − π)u′(wf ))
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U ′′(α) = E((X − π)2u′′(wf )) < 0.

Remarquons

U ′(α) = Cov(X − π, u′(wf )) + E(X − π)E(u′(wf )) = Cov(X − π, u′(wf ))− λE(X)E(u′(wf )).

Définissons le lagrangien
L(α, µ1) = U(α) + µ1(α− 1).

Les conditions du premier ordre et de complémentarité sont

{
∂L(α,µ1)

∂α = 0

µ1(α− 1) = 0
⇔
{
U ′(α) = −µ1
µ1 = 0 ou α = 1

1. Premier cas : α? < 1 entraine µ1 = 0 puis U ′(α?) = 0. Donc

U ′(α?) = 0⇔ Cov(X − π, u′(wf ))

E(X)E(u′(wf ))
= λ

C’est la covariance de fonction strictement croissante de X donc elle est positive et λ > 0.

Deuxième cas : α? = 1 entraine µ1 ≥ 0 donc U ′(1) < 0.

U ′(1) = Cov(X − π, u′(w − π))− λE(X)u′(w − π) = 0− λE(X)u′(w − π).

Donc λ > 0 puisque u′ > 0.

2. On pose
φ(α,w) = E(u′(w − (1− α)X − απ)(X − π)), φ(α?, w) = 0.

En utilisant le théorème des valeurs implicites sur l’équation du premier ordre,

∂α?

∂w
= −

∂φ
∂w (α?, w)
∂φ
∂α(α?, w)

= −E(u′′(w − (1− α)X − απ)(X − π))

U ′′(α)
.

Donc le signe de ∂α?

∂w est celui du numérateur. On a

wf = w − (1− α)X − απ = w − π − (1− α)X + (1− α)π = w − π + (1− α)(π −X)

Si X ≤ π, wf ≥ w − π De même, wf ≤ w − π si X ≥ π. Ainsi pour Aa croissante en x,

{
wf ≥ w − π si X ≤ π
wf ≤ w − π si X ≥ π ⇒

{
Aa(u,wf ) ≥ Aa(u,w − π) si X ≤ π
Aa(u,wf ) ≤ Aa(u,w − π) si X ≥ π

⇒ Aa(u,wf )(X − π) ≤ Aa(u,w − π)(X − π).

En multipliant par u′(wf ) et prenant l’espérance, on a

E(Aa(u,wf )u′(wf )(X − π)) ≤ Aa(u,w − π)E(u′(wf )(X − π)) = 0

à cause de la condition du premier ordre. Donc

E(u′′(wf )(X − π)) = −E(Aa(u,wf )u′(wf )(X − π)) ≥ 0.

Autrement dit pour Aa croissante, alors ∂α?

∂w ≥ 0. Avec un raisonnement identique, on a pour Aa
décroissante ∂α?

∂w ≤ 0.
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3. On pose

φ(α, λ) = E(u′(w − (1− α)X − α(1 + λ)E(X))(X − (1 + λ)E(X))), φ(α?, λ) = 0.

En utilisant le théorème des valeurs implicites sur l’équation du premier ordre,

∂α?

∂λ
= −

∂φ
∂λ(α?, λ)
∂φ
∂α(α?, λ)

= −E[u′′(wf )(−α)E(X)(X − (1 + λ)E(X))] + E[u′(wf )(−E(X))]

U ′′(α)

= E(X)
αE[u′′(wf )(X − π)] + E[u′(wf )]

U ′′(α)
.

Donc

sign(
∂α?

∂λ
) = − sign(αE(u′′(wf )(X − π) + E(u′(wf ))).

On sait que u′ est croissante et E(u′′(wf )(X−π)) ≥ 0 pour Aa croissante en x par l’item précédent.

4. Considérons v(x) = f(u(x)) avec f concave croissante pour un individu plus averse au risque. La
condition du premier ordre devient

E(v′(wf )) = E(f ′(u(wf ))u′(wf )(x− π)) ≥ E(u′(w − (1− α)X − απ)(x− π)) = 0

La dernière égalité est obtenue au point α? de la question 1.

Le point 1 nous apprend que l’assurance ne dégagé de profits que si les individus sont riscophobes.
Le point 2 nous apprend qu’avec plus de richesses, les individus sont moins averses au risque. Le point 3
nous apprend que la demande et le prix varient en sens inverse seulement pour les utilités de coefficient
d’aversion absolue croissant.

Prenons le cas de l’assurance auto. Lorsque la voiture est neuve ou très récente, les individus s’assurent
en responsabilité civile et dommages matériels. Au fur et à mesure que la valeur du véhicule diminue, les
propriétaires optent pour une couverture en responsabilité civile.

2.2.2 L’assurance avec franchise

Supposons que l’assureur propose une assurance avec franchise d. C’est à dire si le risque survient,
l’assureur verse une indemnité I(x) = (x− d)+ sachant X = x. La prime d’assurance proposée est

π(d) = (1 + λ)E((X − d)+) = (1 + λ)

∫ ∞

d
(x− d)dF (x).

Ainsi, la richesse de l’individu en cas de coassurance est donc

wf = w −X + I(X)− π(d) = w −X + (X − d)+ − (1 + λ)

∫ ∞

d
(x− d)dF (x).

L’intégrale du second membre est une intégrale de Stieltjes, c’est à dire une somme dans le cas discret
ou une intégrale dans le cas continu.
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— Traitons le cas continu

π(d) = (1 + λ)

∫ ∞

d
(x− d)f(x)dx.

On rappelle que

G(t) =

∫ b(t)

a(t)
f(x, t)dx,G′(t) =

∫ b(t)

a(t)

∂f

∂t
(x, t)dx+ b′(t)f(b(t), t)− a′(t)f(a(t), t).

Donc

π′(d) = (1 + λ)

∫ ∞

d
(−1)f(x)dx− (1 + λ)1× 0 = −(1 + λ)F (d)

— Pour le cas discret
π(d) = (1 + λ)

∑

i,xi≥d
(xi − d)P (X = xi)

Donc
π′(d) = (1 + λ)(−1)

∑

i,xi≥d
(xi − d)P (X = xi) = −(1 + λ)F (d).

Donc sans perte de généralité π′(d) = −(1+λ)F (d). De plus ∂π(d)
∂λ = E((X−d)+). On cherche à résoudre

le système
max
d≥0

U(d), U(d) = E(u(w −min(X, d)− π(d))).

Proposition 2.2.2. Dans le modèle de coassurance,

1. L’assurance totale d? = 0 est optimale ssi la prime n’est pas actuariellement juste.

2. Si Aa(u, x) est décroissante (resp. croissante), alors le taux de couverture décroit (resp. croit) avec
la fortune initiale. Pour les fonctions d’utilité CARA, le taux de couverture est indépendant de la
fortune initiale.

3. Le taux de couverture décroit avec le coefficient de chargement pour Aa(u, x) croissante ou constante.

4. Un individu plus averse au risque achète plus de couverture d’assurance.

Démonstration. L’espérance d’utilité vaut

U(d) =

∫ d

0
u(w − x− π(d))dF (x) +

∫ ∞

d
u(w − d− π(d))dF (x)

=

∫ d

0
u(w − x− π(d))dF (x) + u(w − d− π(d))F (d)

=

∫ d

0
u(w − x− π(d))f(x)dx+ u(w − d− π(d))F (d)

La dérivée est

U ′(d) = u(w − d− π(d))f(d)−
∫ d

0
π′(d)u′(w − x− π(d))dF (x)

−(1 + π′(d))u′(w − d− π(d))F (d)− u(w − d− π(d))f(d)

= −(1 + π′(d))u′(w − d− π(d))F (d) + (1 + λ)F (d)

∫ d

0
u′(w − x− π(d))dF (x)

= F (d)(1 + π′(d))
u′′(w − d− π(d))

Aa(u,w − d− π(d))︸ ︷︷ ︸
−u′(w−d−π(d))

+(1 + λ)F (d)

∫ d

0
u′(w − x− π(d))dF (x).
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Le calcul reste valable pour une loi de probabilité discrète. La condition du premier ordre est

∂E(u(wf ))

∂d
= 0⇔ (1 + π′(d))u′′(wf (d)) + (1 + λ)Aa(u,wf (d))

∫ d

0
u′(wf (x))dF (x) = 0,

avec wf (d) = w − d − π(d). La condition de second ordre est vérifiée par la concavité de u, i.e.
∂2E(u(wf (d

?)))

∂d2
< 0.

1. En utilisant π′(0) = 1 + λ, on a

∂E(u(wf ))

∂d

∣∣∣∣
d=0

= +(1 + λ)F (0)

∫ 0

0
u′(w − x− π(0))dF (x)− (1 + π′(0))u′(w − π(0))F (0)

= λu′(w − π).

Ainsi cette quantité U ′(d) s’annule seulement lorsque λ = 0.

2. On pose

φ(d,w) =
∂E(u(wf (d)))

∂d
, φ(d?, w) = 0.

En utilisant le théorème des valeurs implicites sur l’équation du premier ordre,

∂d?

∂w
= −

∂φ
∂w (d?, w)
∂φ
∂d (d?, w)

= −
∂2E(u(wf (d

?)))
∂d∂w

∂2E(u(wf (d?)))

∂d2

Or

∂2E(u(wf (d?)))

∂d∂w
= −F (d)(1− (1 + λ)F (d))u′′(w − d− π(d)) + (1 + λ)F (d)

∫ d

0
u′′(w − x− π(d))dF (x)

et

∂2E(u(wf (d?)))

∂d2
= +f(d)(1− (1 + λ)F (d))u′(w − d− π(d))− F (d)(1 + λ)f(d)u′(w − d− π(d))

−F (d)(1− (1 + λ)F (d))2u′′(w − d− π(d))

−(1 + λ)f(d)

∫ d

0
u′(w − x− π(d))dF (x)

+(1 + λ)2F (d)2
∫ d

0
u′′(w − x− π(d))dF (x)

= f(d)u′(w − d− π(d))− F (d)(1− (1 + λ)F (d))2u′′(w − d− π(d))

−(1 + λ)f(d)

∫ d

0
u′(w − x− π(d))dF (x) + (1 + λ)2F (d)2

∫ d

0
u′′(w − x− π(d))dF (x)

Par la condition de second ordre, on en déduit que

sign(
∂d?

∂w
) = sign(

∂2E(u(wf (d?)))

∂d∂w
).

Notons wf (x) = w − x + (x − d)+ − π(d). On a wf (d) = w − d − π(d), x ≤ d ⇒ wf (x) ≥ wf (d).
Dans ce cas pour les fonctions ARA décroissantes, Aa(u, x) vérifie Aa(u,wf (d)) ≥ Aa(u,wf (x))
donc

u′′(wf (x)) ≥ −Aa(u,wf (d))u′(wf (x))

⇒ (1 + λ)

∫ d

0
u′′(wf (x))dx ≥ −Aa(u,wf (d))(1 + λ)

∫ d

0
u′(wf (x))dx
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En soustrayant une certaine quantité on obtient

−u′′(wf (d))(1− (1 + λ)F (d)) + (1 + λ)

∫ d

0
u′′(wf (x))dx

≥ −u′′(wf (d))(1− (1 + λ)F (d))− (1 + λ)Aa(u,wf (d))

∫ d

0
u′(wf (x))dx

⇔ −u′′(wf (d))(1− (1 + λ)F (d)) + (1 + λ)

∫ d

0
u′′(wf (x))dx ≥ 0

par la condition du premier ordre. Comme

∂2E(u(wf (d?)))

∂d∂w
= F (d)︸ ︷︷ ︸

≥0

[
−(1− (1 + λ)F (d))u′′(wf (d)) + (1 + λ)

∫ d

0
u′′(wf (x))dF (x)

]

︸ ︷︷ ︸
≥0

≥ 0.

De même pour les fonctions ARA croissantes.

3. On pose

φ(d, λ) =
∂E(u(wf (d)))

∂d
, φ(d?, λ) = 0.

En utilisant le théorème des valeurs implicites sur l’équation du premier ordre,

∂d?

∂λ
= −

∂φ
∂λ(d?, λ)
∂φ
∂d (d?, λ)

= −
∂2E(u(wf (d

?)))
∂d∂λ

∂2E(u(wf (d?)))

∂d2

Par la condition du second-ordre,

sign(
∂d?

∂λ
) = sign(

∂2E(u(wf (d?)))

∂d∂λ
).

Or

∂2E(u(wf (d)))

∂d∂λ
= F (d)2u′(wf (d))− F (d)(1− (1 + λ)F (d))E((X − d)+)u′′(wf (d))

+F (d)

∫ d

0
u′(wf (x))dF (x) + (1 + λ)F (d)E((X − d)+)

∫ d

0
u′′(wf (x))dF (x)

sign(
∂2E(u(wf (d?)))

∂d∂λ
) = F (d)u′(wf (d))− (1− (1 + λ)F (d))E((X − d)+)u′′(wf (d))

+

∫ d

0
u′(wf (x))dF (x) + (1 + λ)E((X − d)+)

∫ d

0
u′′(wf (x))dF (x)

Par l’item précédent, la partie extrême droite est positive, quant à la partie centrale elle est aussi
positive. Donc sign(∂d

?

∂λ ) ≥ 0.

Le point 1 nous apprend que l’assurance ne dégagé de profits que si les individus sont riscophobes.
Le point 2 nous apprend qu’avec plus de richesses, les individus sont moins averses au risque. Le point 3
nous apprend que la demande et le prix varient en sens inverse seulement pour les utilités de coefficient
d’aversion absolue croissant.
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2.2.3 Forme d’assurance optimale

Jusqu’ici nous avons étudié la demande optimale d’assurance. Etudions maintenant la forme d’assu-
rance optimale.

Proposition 2.2.3. Supposons qu’une prime d’assurance π est déterminée comme l’espérance de l’in-
demnité augmentée d’un chargement, i.e. π = (1 + λ)E(I(X)) où I : R 7→ R+ est la fonction indemnité
vérifiant 0 ≤ I(x) ≤ x et λ ≥ 0. L’indemnité optimale est

I(x) = (x− d)+

pour d ≥ 0.

Démonstration. Considérons I(x) = (x− d)+ pour d ≥ 0. La fortune finale d’un individu avec une telle
assurance est

wf (x) = w − x+ (x− d)+ − π =

{
w − π − d si x > d
w − π − x si d ≥ x

sachant X = x. Si on suppose que π est constant alors on cherche des fonctions I tel que E(I(X))
est contante. Un changement dans la fonction I va requérir une baisse de wf (x) pour x > d et une
augmentation pour x ≤ d. Ceci va augmenter le risque au sens de la préservation de la moyenne.

Analysons plus en détail la situation des coûts proportionnels ou non-proportionnels. Notons v et u
l’utilité de l’assureur et de l’assuré respectivement. Notons K et w le capital de l’assureur et de l’assuré
respectivement. Par hypothèse, on a v′ > 0, v′′ ≤ 0, K > 0 et u′ > 0, u′′ < 0, w > 0. En échange
d’une prime π, l’assureur s’engage à verser une indemnité I(X) pour un sinistre aléatoire X. On suppose
I(x) ∈ [0, x] sachant X = x. Sachant X = x, on cherche à résoudre

max
I∈[0,x]

u(w − π − x+ I) t.q. v(K + π − I − c(I)) ≥ 0,

où c : R 7→ R+ est la fonction de coût. On suppose c′ ≥ 0 et c′′ ≥ 0.

Proposition 2.2.4. L’indemnité optimale contient une franchise et une coassurance au-delà du type

I(x) = α(x− d)+

pour d ≥ 0 et α ∈ [0, 1]. De plus, l’assurance totale au delà de la franchise (I ′(x) = 1) équivaut à un
assureur neutre au risque avec des frais proportionnels (c′′ = 0 et v′′ = 0).

Démonstration. Le lagrangien vaut

L(I, λ) = u(w − π − x+ I) + λv(K + π − I − c(I)).

La condition de premier ordre

∂L(I, λ)

∂I
= 0⇔ u′(w − π − x+ I)︸ ︷︷ ︸

g(I)

= λ(1 + c′(I))v′(K + π − I − c(I))︸ ︷︷ ︸
d(I)

.

Etudions g et d. Ce sont des fonctions continues sur [0, x]. g est une fonction strictement décroissante car
u′ strictement décroissante et I 7→ w − π − x+ I croissante, tandis que d est une fonction croissante en
tant que produit de 2 fonctions croissantes positives (I 7→ 1 + c′(I) et I 7→ v′(K +π− I − c(I))). En effet

d′(I) = λ c′′(I)︸ ︷︷ ︸
≥0

v′(K + π − I − c(I))︸ ︷︷ ︸
≥0

+ (−λ)(1 + c′(I))2︸ ︷︷ ︸
≤0

v′′(K + π − I − c(I))︸ ︷︷ ︸
≤0
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De plus,
g(0) = u′(w − π − x) et d(0) = λ(1 + c′(0))v′(K + π − c(0)).

Il suffit que d(0) ≤ g(0) pour il existe une unique solution I? ∈ [0, x] annulant la condition du premier
ordre. Notons

φ(I, x) = g(I, x)− d(I), φ(I?, x) = 0.

Par le théorème des fonctions implicites, il existe ϕ : x 7→ I?(x) telle que g(I?(x)) = d(I?(x)). On sait
aussi I?(x) ∈ [0, x]. Cherchons les indemnités nulles

I?(x) = 0⇔ u′(w−π−x) = λ(1+c′(0))v′(K+π−c(0))⇔ x0 = w−π−(u′)−1[λ(1+c′(0))v′(K+π−c(0))]

puisque u′ > 0 donc bijective. De plus,

ϕ′(x) = −
∂φ
∂x (I?, x)
∂φ
∂I (I?, x)

= − u′′(wf )

u′′(wf )− λ(1 + c′′(I))v′(Kf ) + λ(1 + c′(I))2v′′(Kf )

où wf = w − π − x+ I et Kf = K + π − I − c(I). Ainsi

sign(ϕ′(x)) = − sign


u′′(wf )︸ ︷︷ ︸

<0

−λ(1 + c′′(I))v′(Kf )︸ ︷︷ ︸
≤0

+λ(1 + c′(I))2v′′(Kf )︸ ︷︷ ︸
≤0


 > 0.

Donc I? est une fonction strictement croissante de x. De part son expression on peut conclure que

ϕ′(x) < 1 ⇔ u′′(wf ) > u′′(wf )− λ(1 + c′′(I))v′(Kf ) + λ(1 + c′(I))2v′′(Kf )

⇔ −λ(1 + c′′(I))v′(Kf ) + λ(1 + c′(I))2v′′(Kf ) < 0.

C’est toujours vérifié si v′′ < 0 (assureur risque averse) ou si c′′ > −1 lorsque v′′ = 0 (assureur neutre au
risque). Autrement dit c’est de la coassurance.

Récapitulons I?(x) est une fonction continue strictement croissante à valeurs dans [0, x] et vérifiant
0 < I ′(x) < 1 lorsque c′′ > −1 ou v′′ < 0. Ainsi l’indemnité optimale est du type

I(x) = α(x− d)+,

pour d = x0 et α ∈ [0, 1] tel que α < 1 lorsque c′′ > −1 ou v′′ < 0.

2.3 Différentiation des produits d’assurance

La réalité d’un marché d’assurance est beaucoup plus complexe que celle décrite précédemment.
Compte tenu de l’hétérogénéité des clients, l’assureur propose des tarifs différents entre chaque individus.

2.3.1 Modèle de Mossin avec hétérogénéité du risque

Considérons le modèle de Mossin avec une hétérogénéité sur la survenance d’un sinistre. Autrement
dit, la variable sinistre d’individu i est Xi = Bis où Bi ∼ B(pi). Les individus ne différent sur la probabilité
de sinistre pi et restent identiques sur la fonction d’utilité. Ainsi l’espérance d’utilité devient

U = piu(w − π + I − s) + (1− pi)u(w − π)
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2.3.2 Estimation de la probabilité de sinistre individuelle

Le raisonnement précédent présuppose toutefois que la compagnie connaisse parfaitement la proba-
bilité de sinistre de tous ses assurés. Ce n’est bien sûr pas le cas en réalité. Les assureurs ont toutefois
développé des méthodes dites de scoring permettant d’évaluer ces probabilités de sinistres en fonction
des caractéristiques observables des assurés (âge, sexe, revenu, CSP, puissance de la voiture assurée dans
le cas de l’assurance automobile...).

L’évaluation de la probabilité pi se fait à l’aide des modèles linéaires généralisés. On rappelle brièvement
pourquoi il est impossible d’utiliser des modèles linéaires. Notons Yi la variable indicatrice de sinistre dans
l’année, et xi le vecteur des caractéristiques de l’individu i. Un modèle linéaire suppose la relation

Yi = xTi β + εi,

où (εi)i ∼ N (0, σ). Le caractère binaire de Yi n’est pas pris en compte puisque

P (Yi = 1) = 1× P (Yi = 1) + 0× P (Yi = 0) = E(Yi) = E(xTi β + εi) = xTi β

Comme il n’y a aucune contrainte du type xTi β̂ ∈ [0, 1], l’estimation xTi β̂ de la probabilité est douteuse.
L’approche GLM considère le modèle logistique suivant

P (Yi = 1) = F (xTi β),

où F est une fonction de répartition. Typiquement, on utilise F (x) = Φ(x) appelé modèle probit ou
F (x) = 1/(1+e−x) appelé modèle logit. On peut réécrire l’équation sous une forme de variables aléatoires
avec

Yi = 11(xTi β≥εi)

où εi est de loi gaussienne ou de loi logistique. Notons que l’espérance E(εi) = 0 dans les deux cas mais
la variance est différente 1 ou π2/3.

L’estimation du vecteur de paramètres se fait par maximum de vraisemblance. Dans le logiciel R, cela
fait simplement avec la fonction glm.
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Chapitre 3

Information et produit d’assurance

Dans ce chapitre, nous traitons de l’asymétrie d’information. Elle peut prendre plusieurs forme, par
exemple action caché ou information cachée. On parlera d’asymétrie d’information sur une action ou sur
une caractéristique.

3.1 Modèles de base d’anti-sélection

Considérons un ensemble d’individus souhaitant s’assurer constitué de deux types d’individus : indi-
vidus à haut risque H et individus à faible risque L (typiquement les bons et les mauvais conducteurs).
Notons θ ∈ [0, 1] la proportion d’individu risqué. La fortune initiale d’un individu est noté w.

Nous considérons le modèle de Mossin pour les sinistre. C’est à dire, les individus de type i ∈ {L,H}
font face à un risque de montant s certain survenant avec une probabilité pi telle que 1 > pH > pL > 0.
Donc, la perte est la variable aléatoire suivante :

Xi =

{
0 avec probabilité 1− pi,
s avec probabilité pi.

Autrement dit, Xi = Bis où Bi ∼ B(pi).

L’aversion au risque va entrainer que les individus de tout type vont chercher à s’assurer. On suppose
qu’un individu ne peut acheter qu’un seul contrat d’assurance. La probabilité moyenne d’apparition de
sinistre (sans distinction de classe) peut s’écrire facilement

pm = θpH + (1− θ)pL.

Notons que pL/(1− pL) < pm/(1− pm) < pH/(1− pH) puisque x 7→ x/(1− x) est strictement croissante.
Les individus ont des comportements identiques en terme de choix d’assurance bien que leur profil de
risque soit différent. Un contrat d’assurance consiste en un couple de prime et d’indemnité (π, I) fourni
par l’assureur.

26
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3.1.1 Absence d’anti-sélection

Traitons le cas d’une information parfaite partagée par les individus et les assureurs. Ainsi, l’assureur
est en mesure de proposer le contrat (πi, Ii) pour un individu de type i. La fortune d’un individu de type
i s’offrant l’assurance est la variable aléatoire suivante

Wi =

{
w − πi avec probabilité 1− pi
w − πi − s+ Ii avec probabilité pi

Notons les contrats H = (πH , IH) et L = (πL, IL).

Proposition 3.1.1. En présence d’information totale, l’assureur propose une assurance totale aux indi-
vidus de type i avec πi = spi et Ii = s.

Démonstration. En notant u l’utilité de l’individu, on trouve une espérance d’utilité

U(πi, Ii) = E(u(Wi)) = (1− pi)u(w − πi) + piu(w − πi − s+ Ii).

L’assuré résout le programme suivant

max
(πi,Ii)

U(πi, Ii) tel que πi ≥ piIi.

Le lagrangien est donné par

L(πi, Ii, λ) = (1− pi)u(w − πi) + piu(w − πi − s+ Ii) + λ(πi − piIi).
Les conditions du premier ordre sont

∇L = 0⇔
{
−(1− pi)u′(w − πi)− piu′(w − πi − s+ Ii) + λ = 0
piu
′(w − πi − s+ Ii)− λpi = 0

⇔
{
−(1− pi)u′(w − πi) = piu

′(w − πi − s+ Ii)− u′(w − πi − s+ Ii) (1)
λ = u′(w − πi − s+ Ii) (2)

(1) devient u′(w − πi) = u′(w − πi − s+ Ii). Comme u′′ < 0 donc u′ est bijective, on conclut

(1)⇔ w − πi = w − πi − s+ Ii ⇔ Ii = s.

La contrainte de complémentarité est

λ(πi − piIi) = 0 (3)⇔
{
λ = 0⇒ (2)⇒ u′(w − πi − s+ Ii) = 0 impossible
λ > 0⇒ (3)⇒ πi = pis.

Ainsi, les contrats proposés par les assureurs sont H = (pHs, s) et L = (pLs, s). Le fait que l’assureur
ne fasse pas de profit peut aussi s’interpréter comme le fruit de la compétition entre assureurs. Si l’assureur
1 vend le contrat de type i à π̃i = (1 + λ)pis tandis que l’assureur 2 le vend à πi = pis avec λ > 0. Les
assurés préfèreront choisir l’assureur 2. D’un point de vue d’un assureur, étant risque neutre, il proposera
des contrats lorsque l’espérance de gains E(G) est positive,

E(G) = E(K −Xi + πi) = K − spi + pis = K ≥ 0.

A priori, l’assuré a aussi la possibilité de ne pas s’assurer. Autrement dit, l’assuré de type i n’achètera
une couverture complète que si il y trouve un gain en termes d’utilité, c’est à dire

E(u(Wi)) ≥ piu(w − s) + (1− pi)u(w).

Ce contrat d’absence d’assurance (π0 = 0, I0 = 0) n’a pas toutefois été sélectionné dans le problème
d’optimisation.
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3.1.2 Le problème d’anti-sélection

Afin d’analyser le problème d’anti-sélection, on suppose dorénavant que l’assureur n’est pas en mesure
de différencier les produits d’assurance. Ainsi, il propose un unique contrat M = (πm = pmI, Im = I)
avec une indemnité variable I. Chaque assuré choisit sa couverture. Dans le cas d’achat d’assurance, la
fortune finale d’un individu de type i est Wm

i = w − πm −Xi + Im.

Proposition 3.1.2. En présence d’information cachée et d’un produit avec indemnité variable proposé
par l’assureur, les individus de type H sont totalement couvert avec MH = (πH = spm, IH = s), tandis
que les individus de type L sont partiellement couvert avec ML = (πL = I?Lpm, IL = I?L) et I?L < s.

Démonstration. En notant u l’utilité de l’individu de type i, on trouve une espérance d’utilité

Ui(I) = E(u(Wm
i )) = (1− pi)u(w − pmI) + piu(w − pmI − s+ I).

Traitons les individus de typeH. L’assuré résout le programme max
I

UH(I) tel que s−I ≥ 0. Le lagrangien

est donné par

L(I, λ) = (1− pH)u(w − pmI) + pHu(w − s+ I(1− pm)) + λ(s− I).

La condition du premier ordre est

∇L = 0⇔ −(1− pH)pmu
′(w − pmI) + pH(1− pm)u′(w − s+ I(1− pm))− λ = 0.

La contrainte de complémentarité est

λ(I − s) = 0⇔
{
λ = 0, I < s
λ > 0, I = s

— Lorsque λ? = 0, la condition de premier ordre devient

(1− pH)pmu
′(w − pmI) = pH(1− pm)u′(w − s+ I(1− pm))

⇔ u′(w − pmI) =
1− pm
pm

pH
1− pH

u′(w − s+ I(1− pm))

Or pH > pm entraine 1−pm
pm

pH
1−pH > 1. Donc

u′(w − pmI) > u′(w − s+ I(1− pm)).

Comme u′ est strictement décroissante, on a

w − pmI? < w − s+ I?(1− pm)⇔ I? > s.

C’est impossible à cause de la contrainte I − s ≤ 0.
— Lorsque λ? > 0, on a I? = s. La valeur de λ? peut être trouvée par la condition de premier ordre

λ? = −(1−pH)pmu
′(w−pms)+pH(1−pm)u′(w−spm) = u′(w−pms)(−(1−pH)pm+pH(1−pm)) > 0.

Donc la solution est H? = (pms, s).

Traitons les individus de type L. L’assuré résout le programme suivant

max
I

UL(I) tel que s− I ≥ 0.
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Le lagrangien est donné par

L(I, λ) = (1− pL)u(w − pmI) + pLu(w − s+ I(1− pm))− λ(I − s)

La condition du premier ordre est

∇L = 0⇔ −(1− pL)pmu
′(w − pmI) + pL(1− pm)u′(w − s+ I(1− pm))− λ = 0.

La contrainte de complémentarité est

λ(s− I) = 0⇔
{
λ = 0, I < s
λ > 0, I = s

— Lorsque λ? = 0, la condition de premier ordre devient

(1− pL)pmu
′(w − pmI) = pL(1− pm)u′(w − s+ I(1− pm))

⇔ u′(w − pmI) =
1− pm
pm

pL
1− pL

u′(w − s+ I(1− pm)).

Or pm > pL entraine 1−pm
pm

pL
1−pL < 1. Donc

u′(w − pmI) < u′(w − s+ I(1− pm))

Comme u′ est strictement décroissante, on a

w − pmI? > w − s+ I?(1− pm)⇔ I? < s.

C’est une solution.
— Lorsque λ? > 0, on a I? = s. La valeur de λ? peut être trouvée par la condition de premier ordre

λ? = −(1−pL)pmu
′(w−pms)+pL(1−pm)u′(w−spm) = u′(w−pms)(−(1−pL)pm+pL(1−pm)) < 0.

C’est impossible.
Donc la solution est L? = (pmI

?
L, I

?
L) avec I?L < s.

Ainsi, les contrats proposés par les assureurs sont H? = (pms, s) et L? = (pmI
?
L, I

?
L). D’un point de

vue d’un assureur, étant risque neutre, il proposera ces contrats en proportions respectives θ et 1 − θ
lorsque l’espérance de gains est positive ou nulle. L’espérance de gains se déduit par

E(G) = E(W − θXH − (1− θ)XL + +θπ?H + (1− θ)π?H)

= W − θpHs− (1− θ)pLs+ θpms+ (1− θ)pmI?L
= W − θs(pH − pm︸ ︷︷ ︸

>0

) + (1− θ)(pmI?L − pLs︸ ︷︷ ︸
<0

).

Si θ est proche 1, alors E(G) ≤ 0 tandis que pour θ proche de 0, E(G) ≥ 0.

En pratique, ce sera phénomène se produit rarement en réalité : on observe plutôt l’inverse où les
assureurs en connaissent plus sur les risques auxquels les individus sont exposés. L’asymétrie d’information
est dans l’autre sens dû à une différence d’exposition au risque et au fait que les individus de type H
prennent plus de risque et achètent moins d’assurance.
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3.1.3 Modèle de Rothschild-Stiglitz

Pour lutter contre les problèmes d’anti-sélection, il est nécessaire que l’assureur puisse différencier les
contrats proposés d’une manière ou d’une autre. L’idée est que les assurés se différencient d’eux même.
On considère le cas où l’assureur n’observe pas le vrai profil de risque des individus. Par conséquent, les
types H peuvent se faire passer pour des bons risques. C’est à dire, un type H peut choisir le contrat
L = (πL, IL) et vice-versa.

Définition 3.1.1 (Equilibre de Rothschild-Stiglitz). Le modèle RS considèrent les conditions suivantes
pour définir un équilibre :

1. à l’équilibre, les assureurs font un profit nul ou positif.

2. à l’équilibre, un assureur ne change pas son offre de contrat, tant que les autres assureurs ne
changent pas.

Notons (O1, O2) une offre d’un assureur telle que O1 = (π1, I1) est le contrat pour les types H et
O2 = (π2, I2) est le contrat pour les types H

Deux types d’équilibre vont être possibles : un équilibre mutualisateur (même produit pour tous les
individus) et un équilibre séparateur (produit différencié). Il existe trois d’équilibre possibles mutuali-
sateurs : (H,H), (L,L) et (M,M). Il est immédiat que si tous les individus choisissent le contrat L,
l’assureur va faire des pertes nettes en moyenne. Donc l’offrre (L,L) ne sera pas proposé.

La section précédente a montré que l’offre (M,M) avec M = (pmI, I) n’était pas viable. La seule offre
restante est le couple (H,H), qui génère un profit strictement positif pour l’assureur si les individus L le
choisissent. A priori, la contrainte d’achat d’assurance E(u(w− πH −Xi + IH)) ≥ E(u(W 0

i )) ne sera pas
satisfaite pour les types L car elle ne l’était pas pour le contrat M .

Toujours en notant ui l’utilité de l’individu de type i, l’espérance d’utilité s’il achète un contrat de
type j est donnée par

E(ui(Wj)) = (1− pi)u(w − πj) + piu(w − πj − s+ Ij).

Définition 3.1.2. Les contrats H = (πH , IH) et L = (πL, IL) sont dits auto-sélectifs lorsque les contraintes
dites d’auto-sélection sont satisfaites

E(uL(WL)) ≥ E(uL(WH)), E(uH(WH)) ≥ E(uH(WL)).

Autrement dit, les contraintes suivantes sont vérifiées
{

(1− pL)u(w − πL) + pLu(w − πL − s+ IL) ≥ (1− pL)u(w − πH) + pLu(w − πH − s+ IH)
(1− pH)u(w − πH) + pHu(w − πH − s+ IH) ≥ (1− pH)u(w − πL) + pHu(w − πL − s+ IL)

Définition 3.1.3. Un contrat T = (π, I) est dit tarif neutre lorsque π = E(I(X)) = p× I(s).

Proposition 3.1.3. Pour un équilibre de Rothschild-Stiglitz, la contrainte E(uH(WH)) ≤ E(uH(WL))
est active (égalité), alors que la contrainte E(uL(WL)) ≤ E(uL(WH)) ne l’est pas (inégalité stricte).

Démonstration. Les inégalités sont

{
(1−pL)
pL

[u(w − πL)− u(w − πH)] ≥ u(w − πH − s+ IH)− u(w − πL − s+ IL)
(1−pH)
pH

[u(w − πH)− u(w − πL)] ≥ u(w − πL − s+ IL)− u(w − πH − s+ IH)
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ié

de
co

ur
s

CHAPITRE 3. INFORMATION ET PRODUIT D’ASSURANCE 31

Comme u est croissante et pH > pL ⇒ w− πH > w− πL, u(w− πH)− u(w− πL) < 0, les deux inégalités
se réécrivent 




(1−pL)
pL

u(w−πL)−u(w−πH)
u(w−πL)−u(w−πH) ≥

u(w−πH−s+IH)−u(w−πL−s+IL)
u(w−πL)−u(w−πH)

(1−pH)
pH

u(w−πH)−u(w−πL)
u(w−πL)−u(w−πH) ≥

u(w−πL−s+IL)−u(w−πH−s+IH)
u(w−πL)−u(w−πH)

⇔





(1−pL)
pL

≥ u(w−πH−s+IH)−u(w−πL−s+IL)
u(w−πL)−u(w−πH)

− (1−pH)
pH

≥ −u(w−πH−s+IH)−u(w−πL−s+IL)
u(w−πL)−u(w−πH)

⇔ (1− pL)

pL
≥ u(w − πH − s+ IH)− u(w − πL − s+ IL)

u(w − πL)− u(w − πH)
≥ (1− pH)

pH
.

Si elles sont toutes actives (égalité), on obtient alors

(1− pL)

pL
=
u(w − πH − s+ IH)− u(w − πL − s+ IL)

u(w − πL)− u(w − πH)
=

(1− pH)

pH

Comme pH > pL et p 7→ (1 − p)/p est strictement décroissante sur ]0, 1[, l’égalité des deux côtés est
impossible puisque 1−pL

pL
> 1−pH

pH
. Ainsi les contraintes deviennent

1− pL
pL

>
1− pH
pH

≥ u(w − πH − s+ IH)− u(w − πL − s+ IL)

u(w − πL)− u(w − πH)
.

L’équilibre de Rothschild-Stiglitz vérifie donc le problème d’optimisation suivant

max
πL,πH ,IL,IH

E(uL(WL)) t.q.





E(uH(WH)) = E(uH(WL)),
πL = pLIL,
πH = pHIH .

Proposition 3.1.4. A l’équilibre de Rothschild-Stiglitz, les individus de type H sont pleinement assurés
et ceux de type L partiellement, c’est à dire

H? = (s× pH , s), L? = (I?L × pL, I?L), avec I?L < s.

De plus, les contrats H? et L? sont des tarifs neutres et auto-sélectifs.

Démonstration. Le lagrangien est donné par

L(πL, πH , IL, IH , λ1, λ2, λ3) = E(uL(WL))+λ1(E(uH(WH))−E(uH(WL)))+λ2(πL−pLIL)+λ3(πH−pHIH),

avec λi > 0 pour s’assurer des contraintes d’égalité. Les deux dernières contraintes d’égalités entrainent
πL = pLIL, πH = pHIH . Ainsi le lagrangien se réécrit en utilisant w+

L = w−pLIL et w−L = w−pLIL−s+IL
(idem pour H)

L(IL, IH , λ1) = (1− pL)u(w+
L ) + pLu(w−L ) + λ1[(1− pH)u(w+

H) + pHu(w−H)− (1− pH)u(w+
L )− pHu(w−L )].

Les conditions de premier ordre complétées des contraintes d’égalité sont

∇L = 0⇔





(1− pL)(−pL)u(w+
L ) + pL(1− pL)u(w−L ) + λ1[−(1− pH)(−pL)u(w+

L )− pH(1− pL)u(w−L )] = 0 (1)

λ1[(1− pH)(−pH)u(w+
H) + pH(1− pH)u(w−H)] = 0 (2)

(1− pH)u(w+
H) + pHu(w−H)− (1− pH)u(w+

L )− pHu(w−L ) = 0 (3)
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De (2) et la contrainte est active λ1 > 0, l’équation (2) devient

(1− pH)(−pH)u′(w+
H) = −pH(1− pH)u′(w−H)⇔ u′(w+

H) = u′(w−H).

Comme u′ strictement décroissante, on obtient

w+
H = w−H ⇔ w − pHIH = w − pHIH − s+ IH ⇔ IH = s.

L’équation (1) se réécrit

u(w+
L )[(1− pL)(−pL) + λ1(1− pH)pL] = u(w−L )[−pL(1− pL) + λ1pH(1− pL)]

Or l’inégalité des cotes entraine

pL
1− pL

<
pH

1− pH
⇔ pL(1−pH) < pH(1−pL)⇒ λ1pL(1−pH) < λ1pH(1−pL)⇒ 1 <

−pL(1− pL) + λ1pH(1− pL)

−pL(1− pL) + λ1pL(1− pH)

Donc u′(w+
L ) < u′(w−L ) donc par stricte décroissance de u′, on a

w+
L > w−L ⇔ s > IL.

En utilisant la contrainte d’égalité (3) u(w − spH) = (1 − pH)u(w − spL) + pHu(w − spL + IL − s), on
trouve le IL approprié

IL = u−1
(
u(w − spH)− (1− pH)u(w − spL)

pL

)
s(1 + pL)− w.

Proposition 3.1.5. Le contrat d’équilibre de Rothschild-Stiglitz n’existe pas si la proportions d’individus
de type H est trop faible.

Démonstration. Par la proposition 3.1.2, l’offre (MH ,ML) est viable avec MH = (πH = spm, IH = s) et
ML = (πL = I?Lpm, IH = I?L) tel que I?L < s.

3.1.4 Le modèle de Wilson

Le modèle de Wilson étudie le même problème d’anti-sélection que celui de Rothschild-Stiglitz.

Définition 3.1.4 (Equilibre de Wilson). Un équilibre de Wilson est un ensemble de contrats non
déficitaires tels qu’il n’existe pas de contrat qui ferait un profit positif après retrait des contrats deve-
nus déficitaires.

Proposition 3.1.6. Il existe toujours un équilibre au sens de Wilson vérifiant (i) s’il la proportion de
type H est forte θ ≥ k, alors l’équilibre est celui de RS ; (ii) s’il la proportion de type H est trop faible
θ < k, alors l’équilibre est mutualisteur où tous les individus ont le contrat (pmĪm, Īm) où

Īm = arg max
I

E(u(w − pmI −X + I)) et pm = θpH + (1− θ)pL.
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ié

de
co

ur
s

CHAPITRE 3. INFORMATION ET PRODUIT D’ASSURANCE 33

3.2 Aléa moral ex-ante

Jusqu’à maintenant, on n’a pas considéré les actions de l’assuré mis en place pour réduire le risque
soit pour y faire face seul soit pour limiter son effet. De telles actions sont pourtant primordiales dans
l’analyse de la tarification de l’assurance puisqu’elles vont impacter l’espérance du profit de l’assureur,
mais aussi parce que la souscription d’un contrat d’assurance peut modifier le comportement des assurés
quant à ces actions. On considèrera plusieurs cas :

— l’action de l’assuré affecte la probabilité de sinistre seulement : prévention de risque.
— l’action de l’assuré affecte le montant de sinistre seulement : réduction de risque.
— l’action de l’assuré affecte la probabilité et le montant de sinistre.

Par exemple, pour l’assurance auto, la réduction de risque peut être le port de la ceinture, tandis que
la prévention du risque peut être l’ABS. Pour l’assurance habitation, la réduction du risque peut être
l’installation d’extincteurs, tandis que la prévention peut être l’installation d’alarme à incendie. On
parlera d’auto-assurance pour la réduction du risque et d’auto-protection pour la prévention du risque.
La prévention regroupe l’auto-assurance et l’auto-protection.

Considérons une fortune initiale w, un sinistre de montant s survenant avec une probabilité p, un
contrat d’assurance d’indemnité I ≤ s et de prix π(I). En absence de prévention ou de réduction du
risque, la fortune finale wf est simplement définie par

{
w−f = w − s− π(I) + I avec probabilité p

w+
f = w − π(I) avec probabilité 1− p

S’il y a prévention de risque d’effort e, on considère

{
w−f = w − s− π(I) + I − e avec probabilité p(e)

w+
f = w − π(I)− e avec probabilité 1− p(e)

S’il y a réduction de risque d’effort e, on considère

{
w−f = w − s(e)− π(I) + I − e avec probabilité p

w+
f = w − π(I)− e avec probabilité 1− p
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ié

de
co

ur
s

CHAPITRE 3. INFORMATION ET PRODUIT D’ASSURANCE 34

Hypothèses :
— u est strictement croissante et strictement concave.
— e 7→ p(e) est strictement décroissante et strictement convexe.
— e 7→ s(e) est strictement décroissante et strictement convexe.
— I ≤ s i.e. w−f ≤ w+

f

3.2.1 Prévention des risques

Notons U(e) l’espérance d’utilité. C’est à dire

Up(e) = p(e)u(w − s− π(I) + I − e) + (1− p(e))u(w − π(I)− e)

pour la prévention de risque. Cherchons e? résolvant

max
e≥0

Up(e).

Proposition 3.2.1. En cas d’assurance totale (I = s), l’assuré n’a aucune d’incitation à faire des efforts
de prévention. Par opposition l’assurance partielle incite l’assuré à réaliser des efforts de prévention.

Dans le cas où la probabilité d’occurrence est faible p(e) ≈ 0 et l’augmentation de couverture est sous-
linéaire, l’effort optimal est une fonction décroissante de l’indemnité. Dans le cas où la richesse initiale
est nettement plus grande que le montant de sinistre, alors l’effort optimal est une fonction croissante de
la richesse.

Démonstration. Etudions la concavité de l’espérance d’utilité.

Up
′(e) = p′(e)u(w−f ) + p(e)u′(w−f )(−1) + (−p′(e))u(w+

f ) + (1− p(e))u′(w+
f )(−1)

= p′(e)(u(w−f )− u(w+
f ))− (p(e)u′(w−f ) + (1− p(e))u′(w+

f ))

= p′(e)(u(w−f )− u(w+
f ))− E(u′(wf ))

et

Up
′′(e) = p′′(e)(u(w−f )− u(w+

f )) + p′(e)(u′(w−f )− u′(w+
f ))(−1)

−(p′(e)u′(w−f )− p′(e)u′(w+
f )) + (p(e)u′′(w−f ) + (1− p(e))u′′(w+

f ))

= p′′(e)(u(w−f )− u(w+
f )) + p′(e)(u′(w−f )− u′(w+

f ))(−2) + (p(e)u′′(w−f ) + (1− p(e))u′′(w+
f ))

= p′′(e)(u(w−f )− u(w+
f )) + p′(e)(u′(w−f )− u′(w+

f ))(−2) + E(u′′(wf )).

Or w−f ≤ w+
f entraine u(w−f ) ≤ u(w+

f ) et u′(w−f ) ≥ u′(w+
f ). De plus, E(u′(wf )) ≥ 0 et E(u′′(wf )) ≤ 0.

La condition du premier ordre vaut

p′(ē)(u(w−f (ē))− u(w+
f (ē))) = E(u′(wf (ē)))

Ainsi, au point ē annulant la dérivée, on a

Up
′′(ē) = p′′(ē)︸ ︷︷ ︸

>0

(u(w−f (ē))− u(w+
f (ē)))

︸ ︷︷ ︸
<0

+E(u′′(wf (ē)))︸ ︷︷ ︸
<0

−2E(u′(wf (ē)))︸ ︷︷ ︸
>0

< 0.

Donc la fonction e 7→ Up(e) est pseudo-concave et admet un unique maximum.

Notons e? la solution de max
e≥0

Up(e). Deux cas sont à distinguer en considérant la contrainte e ≥ 0 :
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— e? = 0 une solution au frontière et

U ′p(0) = p′(0)(u(w−f (0))− u(w+
f (0)))− E(u′(wf (0))) ≤ 0.

Autrement dit l’assuré fait aucun effort, p(e?) = p(0) est maximale car p est décroissante.
— e? > 0 une solution intérieure et par construction U ′p(e

?) = 0. Autrement dit l’assuré fait un effort
pour réduire le risque p(e?) < p(0).

Considérons le cas de l’assurance totale I = s équivalent à w−f = w+
f . On en déduit

U ′p(e) = −E(u′(wf )) < 0⇒ e? = 0.

On conclut que l’assurance totale empêche tout effort de prévention. Comme w−f = w+
f équivaut à I = s,

l’assurance partielle incite à l’effort U ′p(e) ≤ 0 avec une égalité pour e?. On pose

φ(e, I) = p′(e)(u(w−f (I))− u(w+
f (I)))− E(u′(wf (I))), φ(e?, I) = 0.

En utilisant le théorème des valeurs implicites sur l’équation du premier ordre,

∂e?

∂I
= −

∂φ
∂I (e?, I)
∂φ
∂e (e?, I)

= −
∂φ
∂I (e?, I)
∂2Up

∂e2
(e?, I)

⇒ sign

(
∂e?

∂I

)
= sign

(
∂φ

∂I
(e?, I)

)

Sachant que la prime augmente avec la couverture π′ > 0, on a

∂φ

∂I
(e?, I) = p′(e)u′(w−f )(1− π′(I))− p′(e)u′(w+

f )(−π′(I))− p(e)u′′(w−f )(1− π′(I))− (1− p(e))u′′(w+
f )(−π′(I))

= p′(e)[u′(w−f )(1− π′(I)) + u′(w+
f )π′(I)]− p(e)u′′(w−f ) + p(e)u′′(w−f )π′(I) + (1− p(e))u′′(w+

f )π′(I)

= p′(e)︸︷︷︸
<0

[u′(w−f )
︸ ︷︷ ︸
<0

(1− π′(I)) + u′(w+
f )π′(I)

︸ ︷︷ ︸
<0

]− p(e)u′′(w−f )
︸ ︷︷ ︸

<0

+π′(I)E(u′′(wf ))︸ ︷︷ ︸
<0

On ne peut déterminer son signe. Si 1− π′(I) > 0 (i.e. l’augmentation de couverture est sous-linéaire) et
p(e) ≈ 0, alors ∂φ

∂I (e?, I) < 0.

On pose
φ(e, w) = p′(e)(u(w−f (w))− u(w+

f (w)))− E(u′(wf (w))), φ(e?, w) = 0.

En utilisant le théorème des valeurs implicites sur l’équation du premier ordre,

∂e?

∂w
= −

∂φ
∂w (e?, w)
∂φ
∂e (e?, w)

= −
∂φ
∂w (e?, w)
∂2Up

∂e2
(e?, w)

⇒ sign

(
∂e?

∂w

)
= sign

(
∂φ

∂w
(e?, w)

)

On a

∂φ

∂w
(e?, w) = p′(e)(u′(w−f )−u′(w+

f ))−p(e)u′′(w−f )−(1−p(e))u′′(w+
f ) = p′(e)︸︷︷︸

<0

(u′(w−f )− u′(w+
f ))

︸ ︷︷ ︸
>0

−E(u′′(wf ))︸ ︷︷ ︸
<0

.

Si s << w → +∞, alors w−f ≈ w+
f et ainsi ∂φ

∂w (e?, w) ≈ −E(u′′(wf )) > 0

La prime π(I) proposé dans ce cadre est définie sur la base

π(I) = p(e?(I))× I.

On peut montrer que la prime peut inclure un chargement positif pour tenir compte de l’éventuel aléa
moral.
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3.2.2 Réduction des risques

Notons U(e) l’espérance d’utilité. C’est à dire

Ur(e) = pu(w − s(e)− π(I) + I − e) + (1− p)u(w − π(I)− e)

pour la réduction de risque. Cherchons e? résolvant

max
e≥0

Ur(e).

Proposition 3.2.2. En cas d’assurance totale (I = s), l’assuré n’a aucune d’incitation à faire des
efforts de réduction des risques. Par opposition l’assurance partielle incite l’assuré à réaliser des efforts
de réduction des risques.

Dans le cas où l’augmentation de couverture est sous-linéaire, l’effort optimal est une fonction décroissante
de l’indemnité. Dans le cas où la réduction du risque est sous-linéaire, alors l’effort optimal est une fonc-
tion croissante de la richesse.

Démonstration. Etudions la concavité de l’espérance d’utilité. Par dérivation, on a

Ur
′(e) = pu′(w − s(e)− π(I) + I − e)(−s′(e)− 1) + (1− p)u′(w − π(I)− e)(−1)

= −E(u′(wf ))− s′(e)pu′(w−f )

Comme u′ > 0 et u′′ < 0, on trouve

Ur
′′(e) = pu′(w − s(e)− π(I) + I − e)(−s′(e)− 1)2 + pu′(w − s(e)− π(I) + I − e)(−s′′(e))

+(1− p)u′(w − π(I)− e)
= pu′′(w−f )(−s′(e)− 1)2

︸ ︷︷ ︸
<0

+ pu′(w−f )(−s′′(e))
︸ ︷︷ ︸

<0

+ (1− p)u′′(w+
f )

︸ ︷︷ ︸
<0

Donc e 7→ Ur(e) est strictement concave et admet un unique maximum.

La condition du premier ordre vaut

E(u′(wf (e?))) = −s′(e?)pu′(w−f (e?)).

Deux cas sont à distinguer en considérant la contrainte e ≥ 0 :
— e? = 0 une solution au frontière et

U ′r(0) = −E(u′(wf (0)))− s′(0)pu′(w−f (0)) ≤ 0.

Autrement dit l’assuré ne fait aucun effort, s(e?) = s(0) est maximale car s est décroissante.
— e? > 0 une solution intérieure et par construction U ′r(e

?) = 0. Autrement dit l’assuré fait un effort
pour réduire le risque s(e?) < s(0).

Prenons le cas d’une couverture totale : s = I. Donc w+
f = w−f . Ainsi

U ′r(e) = −E(u′(wf ))− s′(e)pu′(w−f ) = −u′(w−f )− s′(e)pu′(w−f ) = −(1 + s′(e)p)u′(w−f ).

La condition de premier ordre entraine s′(e?) = −1/p. Autrement dit la décroissance du montant de
sinistre en fonction de l’effort e devra être élevée (réduction du risque très performante) car p est
généralement petit.
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On pose
φ(e, I) = −E(u′(wf ))− s′(e)pu′(w−f ), φ(e?, I) = 0.

En utilisant le théorème des valeurs implicites sur l’équation du premier ordre,

∂e?

∂I
= −

∂φ
∂I (e?, I)
∂φ
∂e (e?, I)

= −
∂φ
∂I (e?, I)
∂2Ur
∂e2

(e?, I)
⇒ sign

(
∂e?

∂I

)
= sign

(
∂φ

∂I
(e?, I)

)

On a

∂φ

∂I
(e?, I) = pu′′(w − s(e?)− π(I) + I − e?)(−s′(e?)− 1)(1− π′(I)) + (1− p)u′′(w − π(I)− e?)π′(I)

= pu′′(w−f )(1/p− 1)(1− π′(I)) + (1− p)u′′(w+
f )π′(I)

= u′′(w−f )(1− p)(1− π′(I)) + (1− p)u′′(w+
f )π′(I).

On ne peut déterminer son signe. Si 1 − π′(I) > 0 (i.e. l’augmentation de couverture est sous-linéaire),
alors ∂φ

∂I (e?, I) < 0.

On pose
φ(e, w) = −E(u′(wf ))− s′(e)pu′(w−f ), φ(e?, w) = 0.

En utilisant le théorème des valeurs implicites sur l’équation du premier ordre, on a sign
(
∂e?

∂w

)
=

sign
(
∂φ
∂w (e?, I)

)
. Donc

∂φ

∂w
(e?, I) = −E(u′′(wf ))− s′(e)pu′′(w−f ) = −pu′′(w−f )(1 + s′(e))− (1− p)u′′(w+

f )

Si 1 > s′(e) (réduction sous linéaire), alors ∂φ
∂w (e?, I) > 0.

3.3 Aléa moral ex post et fraude

L’aléa moral ex post (c’est à dire après la survenance d’un sinistre) peut se produire quand l’acheteur
d’assurance a une influence sur la taille du sinistre. Typiquement, cela peut se produire lorsque les indem-
nités ne sont pas forfaitaires, par exemple, en assurance incapacité et en assurance santé. Les assureurs
peuvent avoir des experts d’assurance pour les produits d’assurance. Néanmoins pour l’assurance santé
ou incapacité, les médecins (au sens large) réalisent cette expertise. Il n’est pas invraisemblable que les
acheteurs d’assurance cherchent à trouver le médecin le plus arrangeant.

3.3.1 Modèle simple pour l’assurance incapacité

Considérons une fortune initiale w, un salaire l, un taux de remplacement du salaire 0 < α < 1.
Notons e l’effort de recherche fourni par un assuré pour trouver un médecin accommodant. La recherche
est réussie avec une probabilité 1− ρ fournissant un gain αle tandis qu’elle échoue avec une probabilité
ρ. Enfin le cout lié à cette recherche est c(e). Notons la fortune finale wf définie par

{
w−f = w − c(e) avec probabilité ρ

w+
f = w − c(e) + αle avec probabilité 1− ρ



Pol
yc

op
ié
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L’espérance d’utilité est donc

U(e) = ρu(w − c(e)) + (1− ρ)u(w − c(e) + αle)

On suppose u strictement croissante concave et c strictement croissante convexe.

Proposition 3.3.1. Les individus neutre au risque ou faiblement riscophobe sont plus enclins à chercher
longtemps un médecin accommodant.

Démonstration. Etudions la concavité de l’espérance d’utilité. Par dérivation, on a

U ′(e) = −ρu′(w − c(e))c′(e) + (1− ρ)u′(w − c(e) + αle)(αl − c′(e))

Ensuite

U ′′(e) = ρu′′(w − c(e))(c′(e))2 + (1− ρ)u′′(w − c(e) + αle)(αl − c′(e))2
−ρu′(w − c(e))c′′(e)− (1− ρ)u′(w − c(e) + αle)c′′(e)

Comme u′, c′ > 0 et u′′ < 0 < c′′, on trouve U ′′(e) < 0. Donc e 7→ U(e) est strictement concave et admet
un unique maximum.

La condition du premier ordre entraine

ρu′(w−f )c′(e?) = (1− ρ)u′(w+
f )(αl − c′(e?)).

On pose

φ(e, α) = −ρu′(w − c(e))c′(e) + (1− ρ)u′(w − c(e) + αle)(αl − c′(e)), φ(e?, α) = 0.

En utilisant le théorème des valeurs implicites sur l’équation du premier ordre,

∂e?

∂α
= −

∂φ
∂α(e?, α)
∂φ
∂e (e?, α)

= −
∂φ
∂α(e?, α)
∂2U
∂e2

(e?, α)
⇒ sign

(
∂e?

∂α

)
= sign

(
∂φ

∂α
(e?, α)

)
.

Cherchons le signe

∂φ

∂α
(e?, α) = (1− ρ)u′′(w+

f )(αl − c′(e))le+ (1− ρ)u′(w+
f )l = (1− ρ)lu′(w+

f )(1−Aa(u,w+
f )(αle− ec′(e)).

Ainsi l’individu est neutre au risque Aa(u,w
+
f ) = 0 entraine ∂e?

∂α > 0. Si l’individu est faiblement risco-

phobe tel que Aa(u,w
+
f ) < 1/(αle−ec′(e)), alors on a là aussi ∂e

?

∂α > 0. Autrement dit, les individus neutre
au risque ou faiblement riscophobe sont plus enclins à chercher longtemps un médecin accommodant.

3.3.2 Audit aléatoire

Considérons le modèle de Mossin pour le montant de sinistre X

X =

{
s avec proba p,
0 avec proba 1− p.

On présume que l’individu ne fraude que sur la survenance du sinistre (fausse déclaration car absence
réelle de sinistre). On exclut le fait que l’individu fraude sur le montant du sinistre sachant qu’il a
effectivement eu un sinistre. L’audit aléatoire est réalisé avec une probabilité a.
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Notons les indemnités In lorsque l’assuré n’est pas audit, Ia lorsque l’assuré est audité et n’a pas
fraudé et Ip l’indemnité lorsque l’assuré est audité et a fraudé. On suppose que l’assureur pénalise la
fraude Ip < 0 < Ia, In. O note c le cout de l’audit. En résumé, l’indemnité est

I =





In aucun audit avec proba 1− a
Ia audit sans fraude avec proba a
Ip audit avec fraude proba a

L’espérance d’utilité de l’individu est

U(a, In, Ia) = (1− p)u(w − π︸ ︷︷ ︸
w+

f

) + p(1− a)u(w − π − s+ In︸ ︷︷ ︸
w1

f

) + pau(w − π − s+ Ia︸ ︷︷ ︸
w2

f

).

Sachant l’absence de sinistre, l’incitation de non-déclaration de sinistre frauduleux se traduit par

u(w − π︸ ︷︷ ︸
w+

f

) ≥ (1− a)u(w − π + In︸ ︷︷ ︸
w3

f

) + au(w − π + Ip︸ ︷︷ ︸
w4

f

).

La contrainte de prime est
π = p((1− a)In + aIa) + pac.

Sachant ce cadre (le montant de la pénalité Ip et le cout c), l’assuré va chercher à maximiser son espérance
d’utilité en fonction des montants d’indemnités promises In et Ia, le prix π. La probabilité d’audit a peut
être vu comme une variable de contrôle de l’assureur.

Proposition 3.3.2. Pour dissuader la fraude, il est recommandé d’établir les indemnités de la manière
suivante

s > I?a > I?n > 0 > Ip.

Par conséquent, la couverture de l’assuré est partielle. Pour l’assureur, la probabilité d’audit vérifie a? < 1.

Démonstration. Le Lagrangien est donné par

L(a, In, Ia, λ, µ) = U(a, In, Ia) + λ(u(w− π)− (1− a)u(w3
f )− au(w4

f )) + µ(π − p((1− a)In + aIa)− pac).

Dérivons le Lagrangien

∂L

∂a
= −pu(w1

f ) + pu(w2
f ) + λ(u(w3

f )− u(w4
f )) + µ(−p(−In + Ia)− pc) (3.1)

∂L

∂In
= p(1− a)u′(w1

f ) + λ(−(1− a)u′(w3
f )) + µ(−p(1− a)) (3.2)

∂L

∂Ia
= pau′(w2

f ) + µ(−pa) (3.3)

∂L

∂π
= (1− p)(−1)u′(w+

f ) + p(1− a)(−1)u′(w1
f ) + pa(−1)u′(w2

f ) (3.4)

+λ((−1)u′(w+
f )− (1− a)(−1)u′(w3

f )− a(−1)u′(w4
f )) + µ (3.5)

Par (3.3)

∂L

∂Ia
= 0⇔ u′(w2

f ) = µ⇒ µ? > 0⇒ π vérifie la contrainte d’égalité (logiquement).
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Par (3.2) en utilisant u′(w2
f ) = µ?

∂L

∂In
= 0⇔ pu′(w1

f )− λu′(w3
f )− pµ? = 0⇔ u′(w1

f )− u′(w2
f ) = λ/pu′(w3

f )

et
pu′(w1

f )− λu′(w2
f ) = u′(w2

f ) (3.6)

Donc
λ/pu′(w3

f ) > 0⇒ u′(w1
f ) > u′(w2

f )⇒ w1
f < w2

f ⇔ In < Ia

Par (3.5) et (3.6)

∂L

∂π
= 0⇔ (1− p)u′(w+

f ) + p(1− a)u′(w1
f ) + pau′(w2

f ) + λ(u′(w+
f )− (1− a)u′(w3

f )− au′(w4
f )) = µ

⇔ (1− p+ λ)u′(w+
f ) + (1− a)[pu′(w1

f )− λu′(w3
f )] + λ(−au′(w4

f )) = (1− pa)u′(w2
f )

⇔ (1− p+ λ)u′(w+
f ) + (1− a)u′(w2

f )p+ λ(−au′(w4
f )) = (1− pa)u′(w2

f )

⇔ (1−p)u′(w+
f )+λu′(w+

f ) = (1−p)u′(w2
f )+λau′(w4

f )⇔ a? =
λu′(w+

f ) + (1− p)u′(w+
f )− (1− p)u′(w2

f )

λu′(w4
f )

Comme w+
f > w2

f , w
4
f et u′ décroissante, u′(w2

f ) > u′(w+
f ) et u′(w4

f ) > u′(w+
f ) donc a? vérifie

a? <
λu′(w+

f ) + (1− p)u′(w+
f )− (1− p)u′(w2

f )

λu′(w+
f )

= 1 + (1− p)
u′(w+

f )− u′(w2
f )

λu′(w+
f )

< 1.

Par (3.1) et µ? = 0

−pu(w1
f ) + λu(w3

f ) + pu(w2
f ) + λ(−u(w4
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w3
f < w4
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Chapitre 4

Marchés d’assurance

4.1 Structures juridiques des assureurs

Il existe trois grands classes de structures juridiques pour les entités capable de souscrire des contrats
d’assurance : (1) les sociétés anonymes d’assurance, (2) les mutuelles d’assurance et (3) les syndicats
d’assurance. Nous rappelons leur caractéristique dans le tableau ci-dessous.

Organisation Caractéristiques Principes

Compagnies d’assurance (SAA †), Client 6= Propriétaire 6= Directeur Transfert de risques

Instituts de Prévoyance (IP ‡) Loi des grands nombres

Mutuelles d’assurance Client = Propriétaire 6= Directeur Loi des grands nombres, Mutualisation

(SAM §, SMA ¶, M ‖)

Syndicats d’assurance Client 6= Propriétaire = Directeur Transfert de risques

Table 4.1 – Structure d’assurance

De part la séparation des trois fonctions (client, propriétaire, directeur), cf. tableau 4.1, l’entreprise
peut se spécialiser dans chaque fonction :

— les propriétaires (appelés actionnaires) peuvent fournir du capital indépendamment du choix des
directeurs,

— les décisions de direction sont déléguées aux directeurs indépendamment de leur fortune,
— les clients peuvent prendre leur décision d’achat basée sur le coût-bénéfice des produits.

Cela n’empêche pas les conflits d’intérêts : propriétaire – directeur, propriétaire – client. C’est pourquoi il
existe des moyens de contrôle interne et externe, d’imposer une part aléatoire des revenus des directeurs
en options d’action, etc. . ., pour réduire les problèmes d’asymétrie d’information. Comme les clients sont
aussi les propriétaires de l’entité (appelés dans ce cas sociétaire), cela réduit voire supprime les conflits
d’intérêts entre clients et propriétaires.

Le conflit d’intérêt propriétaire – directeur se caractérise par une prise de risque excessive du directeur.

†. Société Anonyme d’Assurance
‡. Instituts de Prévoyance
§. Sociétés d’Assurances Mutuelles
¶. Sociétés Mutuelles d’Assurances
‖. Mutuelles

41
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Ce phénomène est d’autant plus grand pour les risques non-vie que pour les risques vie. Pour les mutuelles,
il est plus difficile de gérer ce conflit d’intérêt par l’absence d’option sur actions. Enfin, les syndicats
d’assurance opèrent sur un marché très particulier de Londres appelé Lloyds of London.

4.1.1 Compagnies d’assurance

La forme la plus répandue est la structure de Société Anonyme d’Assurance (SAA) régie par le
code des assurances. Une société anonyme d’assurance se caractérise par le fait qu’il s’agit d’une société
commerciale ayant pour vocation de réaliser des bénéfices et de les distribuer à ses actionnaires. Elle est
donc constituée d’un capital social (dont un montant minimum est établi, à titre de garanties financières)
et peut se financer en procédant par voie d’augmentation de capital ou d’appel public à l’épargne. Les
actionnaires peuvent diversifiés leur propre risque en choisissant le montant de capital fourni, en revendant
les parts de capital (aliénabilité) et en limitant leurs responsabilités (capital fini).

D’autre part, les produits d’assurances qu’elle commercialise peuvent être distribués par des in-
termédiaires (agents généraux et courtiers) rémunérés à la commission. Les sociétés anonymes d’assurance
sont en outre autorisées à opérer dans toutes les branches de l’assurance énumérées à l’article R 321-1 du
Code des Assurances.

— 1) Accidents (assurance ”individuelle accidents”)
— 2) Maladie
— 3) Corps de véhicules terrestres
— 4) Corps de véhicules ferroviaires
— 5) Corps de véhicules aériens
— 6) Corps de véhicules maritimes, lacustres et fluviaux
— 7) Marchandises transportées
— 8) Incendie et éléments naturels
— 9) Autres dommages aux biens (risques divers)
— 10) Responsabilité civile véhicules terrestres automoteurs
— 11) Responsabilité civile véhicules aériens
— 12) Responsabilité civile véhicules maritimes, lacustres et fluviaux
— 13) Responsabilité civile générale
— 14) Crédit
— 15) Caution
— 16) Pertes pécuniaires diverses
— 17) Protection juridique
— 18) Assistance
— 19) Le numéro n’est pas affecté à une branche dans l’immédiat
— 20) Vie, décès
— 21) Nuptialité, natalité
— 22) Assurances liées à des fonds d’investissement
— 23) Opération tontinière
— 24) Capitalisation
— 25) Gestion de fonds collectifs
— 26) Toute opération à caractère collectif définie à la section I du chapitre 1 du titre IV du livre

IV du Code des Assurances
Ainsi, et de fait, elles proposent généralement une très large gamme de produits d’assurance, visant

à couvrir tous ou presque tous les types de risques. Ces sociétés commerciales offrent donc généralement
et le plus souvent, des prestations visant à assurer les biens, les responsabilités et les personnes.
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Contrairement aux mutuelles, les sociétés anonymes d’assurance gèrent le risque et les tarifs en les
personnalisant. En effet, ces assureurs tiendront très souvent compte d’un ensemble de paramètres person-
nels (relevés au travers de réponses à un questionnaire soumis par l’assureur au candidat à la souscription
à un contrat d’assurance) avant d’établir leur tarification et d’évaluer le montant de la prime demandé à
l’assuré.

Enfin, les dirigeants des sociétés d’assurance sont désignés par les actionnaires et rémunérés pour
l’exercice de leurs fonctions et responsabilités.

4.1.2 Institutions de prévoyance

Les institutions de prévoyance (IP) sont juridiquement régies par le Code de la Sécurité Sociale, à
la différence des mutuelles qui le sont par le Code de la Mutualité, et des sociétés d’assurances, qui le
sont par le Code des Assurances. Une institution de prévoyance est une société de droit privé à but non
lucratif, régie par le Code de la Sécurité Sociale, relevant des directives européennes sur l’assurance et
autorisée à proposer des prestations et des services dans le domaine des assurances de personnes.

Une institution de prévoyance a donc pour vocation de proposer des assurances visant à couvrir
les risques de la vie que sont la maladie, l’incapacité de travail, l’invalidité et le décès. De ce fait, les
prestations qu’elle délivre s’inscrivent dans la continuité de celles fournies par la Sécurité Sociale ; c’est
donc essentiellement pour cette raison qu’elle est régie par le même texte règlementaire que cet organisme
d’Etat.

L’une des caractéristiques principales de ce type d’organisme d’assurance (caractéristique qui le
différencie des deux autres types d’assureurs, à savoir les entreprises d’assurances, et surtout les mu-
tuelles) est qu’il est créé et géré par les partenaires sociaux (syndicats professionnels) d’une entreprise ou
d’une branche, ou bien par des partenaires sociaux appartenant à plusieurs branches d’activité.

En outre, ce type d’organisme se caractérise par sa gestion paritaire, ce qui signifie que les conseils
d’administration des institutions sont constitués à parts égales de représentants d’employeurs et de
représentants de salariés. Du fait qu’elles visent à servir les intérêts des participants (les salariés) et
des adhérents (les entreprises), elles ne proposent que des contrats d’assurance de personnes à caractère
collectif.

Le Code de la Sécurité Sociale recense plus en détail, à l’article R931-2-1, les branches dans les-
quelles les institutions de prévoyance sont autorisées à exercer des opérations d’assurance, en reprenant
la classification établie à l’article R321-1 du Code des Assurances.

Les branches et sous-branches au sein desquelles sont autorisées à exercer les institutions de prévoyance
sont les suivantes

— 1. Accidents (y compris les accidents du travail et les maladies professionnelles),
— 2. Maladie,
— 16. Pertes pécuniaires diverses,
— 20. Vie-décès,
— 21. Nuptialité-natalité,
— 22. Assurances liées à des fonds d’investissement,
— 24. Capitalisation,
— 25. Gestion de fonds collectifs,
— 26. Toute opération à caractère collectif définie à la section 4 du chapitre II du titre III du Code



Pol
yc

op
ié
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de la Sécurité Sociale.

4.1.3 Mutuelles d’assurance régies par le code des assurances

Les sociétés d’assurances mutuelles (SAM) et les sociétés mutuelles d’assurances (SMA) sont des
sociétés elles aussi régies par le Code des Assurances et donc, en tant que telles, soumises elles aussi aux
règles prudentielles énoncées dans ce code.

Ne disposant pas, à la différence des sociétés anonymes, de capital social, les SAM et les SMA disposent
d’un fonds d’établissement, ce qui signifie qu’elles n’ont pas d’actionnaires à rémunérer. Ces établissements
sont donc des sociétés à but non lucratif.

En outre, leurs assurés ont la qualité de sociétaires, ce qui fait que les membres d’une mutuelle
d’assurance ont à la fois le statut d’assureur et d’assuré. En leur qualité d’assureurs, les membres d’une
SAM ou d’une SMA sont invités, selon l’organisation de la mutuelle, à assister aux Assemblées générales
ou bien à se faire représenter par les délégués qu’ils ont élus, afin de participer aux décisions de gestion
de l’entreprise.

Enfin, les sociétés d’assurances mutuelles (SAM) et les sociétés mutuelles d’assurances (SMA) sont
gérées par des administrateurs bénévoles (non rémunérés), élus soit directement par les sociétaires, soit
par des délégués eux-mêmes élus par les sociétaires.

Sociétés d’assurances mutuelles (SAM)

Société d’assurance mutuelleLes sociétés d’assurances mutuelles (SAM) ne peuvent se constituer qu’en
rassemblant un minimum de 500 adhérents. Les cotisations des adhérents peuvent être fixes ou variables
en IARD (i.e. Assurances Non-Vie), mais sont nécessairement fixes en Assurance Vie. Ces entreprises
sont autorisées par la législation à rémunérer des intermédiaires pour commercialiser leurs produits d’as-
surances.

Les sociétés d’assurances mutuelles (SAM) sont regroupées au sein de la FFSA (Fédération Française
des Sociétés d’Assurances).

Sociétés mutuelles d’assurances (SMA)

Société mutuelle d’assurance Les sociétés mutuelles d’assurances (SMA) se caractérisent par le fait
qu’elles ne peuvent se constituer qu’en rassemblant un minimum de 300 adhérents et que leur objet est
exclusivement professionnel ou régional. Leur système de tarification des assurances est à cotisations
variables, ce qui signifie qu’elles peuvent procéder, au terme d’une année d’exercice, à des distributions
d’excédents de cotisations ou bien, au contraire, à des rappels de cotisation.

D’autre part, à la différence des sociétés anonymes, elles ont l’interdiction légale de proposer des
produits d’assurance vie, et ne peuvent avoir recours à des intermédiaires pour distribuer leurs contrats
d’assurance : c’est pour cette raison qu’on les appelle souvent également des Mutuelles Sans Intermédiaires
(MSI).
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Les Sociétés mutuelles d’assurances (SMA) sont fédérées au sein du GEMA (Groupement des Entre-
prises Mutuelles D’assurance).

4.1.4 Mutuelles (régies par le code des mutuelles)

Les mutuelles sont des organismes à but non lucratif régies par le code des mutuelles, ce qui signifie
qu’elles n’ont pas pour vocation de réaliser des bénéfices qu’elles doivent redistribuer ensuite à leurs
associés. Leur vocation est essentiellement d’apporter des réponses aux besoins sociaux que leurs adhérents
expriment, en totale concertation avec eux. Les excédents qu’elles dégagent ne sont donc pas utilisés pour
être redistribués à leurs adhérents, mais peuvent servir à mettre en place et développer de nouvelles
prestations ou de nouvelles garanties en vue des intérêts de leurs membres et de leurs ayant droit.

D’autre part, une société mutuelle est déclarée comme légalement constituée à partir du moment où
elle est inscrite par décret au Registre National des Mutuelles.

Le Code de la Mutualité précise également que les mutuelles sont financées “au moyen des cotisations
versées par leurs membres”, ce qui signifie qu’elles ne peuvent faire appel à aucune source de financement
extérieure à celle qui provient de leurs adhérents. Les mutuelles peuvent ainsi émettre des titres partici-
patifs, mais en aucun cas se développer financièrement en procédant par voie d’augmentation de capital
ou d’appel public à l’épargne.

En outre, l’activité des mutuelles doit s’articuler autour des notions de “prévoyance”, de “solidarité” et
d’ “entraide”. Dans la pratique, les mutuelles appliquent le principe de la solidarité entre leurs membres en
ne procédant pas à une sélection personnalisée des risques à l’adhésion et en n’instituant pas de conditions
tarifaires personnalisées. De ce point de vue, la mutualité vise, en même temps que l’amélioration de la
protection de l’adhérent, l’accès aux soins de tous.

Dans la mesure où elle vise “le développement culturel, moral, intellectuel et physique de leurs mem-
bres”, ainsi que “l’amélioration de leurs conditions de vie”, l’activité des mutuelles se situe dans le
domaine de la protection sociale exclusivement en ce qui concerne la personne humaine. Cela signifie que
les mutuelles ne peuvent proposer que des assurances de personnes, et en aucun cas des assurances de
biens.

Et, de fait, les mutuelles ne peuvent obtenir d’agrément administratif que dans les 12 branches de
l’assurance suivantes :

— 1. Accidents (y compris les accidents du travail et les maladies professionnelles) :
— 2. Maladie :
— 15. Caution :
— 16. Pertes pécuniaires diverses :
— 17. Protection juridique ;
— 18. Assistance :
— 20. Vie-décès :
— 21. Nuptialité-natalité :
— 22. Assurances liées à des fonds d’investissement :
— 24. Capitalisation :
— 25. Gestion de fonds collectifs :
— 26. Toute opération à caractère collectif définie à l’article L. 222-1.
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4.1.5 Syndicat d’assurance

Le syndicat d’assurance nommé Lloyds of London (http://www.lloyds.com/lloyds/about-us) est un
marché d’assurance unique au monde et n’est pas une société anonyme. Il est composé de membres :
personnes physiques (avec responsabilité limitée et anciennement avec responsabilité illimitée possible)
au nombre de 773 ; personnes morales (avec responsabilité limitée) au nombre de 1238 pouvant être des
sociétés anonymes ou des partenariat limités. Ces membres se regroupe sous forme de syndicats (91) pour
souscrire des risques par l’intermédiaire de courtiers (181) et de souscripteurs. Les syndicats peuvent se
spécialiser sur des risques particuliers soit en assurance directe soit en réassurance couvrant les assurances
dommage, bien, marine, énergie, aviation ou encore des niches telles que kidnapping-rançon, oeuvres d’art,
aviation, satellite,. . .

Par exemple, les Lloyds ont assuré artistes–sportifs suivants :
— jambe d’artiste : Marlene Dietrich (cinéma), Betty Grable, Brooke Shields, Tina Turner (chant),

Michael Flatley (danse),
— moustache : Merv Hughes (crickett 1985 - 1994),
— nez : Jimmy Durante,
— mains : Harvey Lowe (champion du monde de yo-yo 1932),
— doigts : Keith Richards,
— cordes vocales : Whitney Houston, Toni Braxton, Celine Dion, Bob Dylan, Bruce Springsteen,
— dents : Ken Dodd,
— corps de catcheurs : Bret Hart, Ric Flair, Curt Hennig, Rick Rude, Brian Adams, Joe Laurinaitis
— cheveux : Diana Lee, Troy Polamalu.

Pour des exemples de sinistres atypiques, voir la liste http://www.lloyds.com/lloyds/about-us/history/
catastrophes-and-claims.

4.2 Typologie des marchés d’assurance

Les marchés présentent de grande différence d’un pays à un autre. Il existe plusieurs façons de com-
parer :

— parts de l’assurance de non-vie (dont les cat-nat sont le facteur ) et l’assurance vie (dont ).
— parts des risques particuliers (polices individuelles standardisés) et des risques entreprise (polices

très spécifiques).
— canaux de distributions : direct (internet), agents (employés par un unique assureur), courtiers,

bancassureurs.
En utilisant les sites suivants,

— US : http://www.iii.org/issue-update/buying-insurance-evolving-distribution-channels
— Europe : www.insuranceeurope.eu/uploads/Modules/Publications/cea-statistics-nr-39---distribution.

pdf
— France : http://www.ffsa.fr/sites/jcms/c 24053/fr/les-acteurs-du-secteur-de-l-assurance?cc=fn 7345,

on aboutit à deux grand types de marchés : marchés d’Europe continentale vs. marché anglo-saxons.
Le tableau 4.2 (resp. 4.3) contient les parts des canaux de distributions pour quelques grands pays en
assurance vie (resp. non vie).

http://www.lloyds.com/lloyds/about-us
http://www.lloyds.com/lloyds/about-us/history/catastrophes-and-claims
http://www.lloyds.com/lloyds/about-us/history/catastrophes-and-claims
http://www.iii.org/issue-update/buying-insurance-evolving-distribution-channels
www.insuranceeurope.eu/uploads/Modules/Publications/cea-statistics-nr-39---distribution.pdf
www.insuranceeurope.eu/uploads/Modules/Publications/cea-statistics-nr-39---distribution.pdf
http://www.ffsa.fr/sites/jcms/c_24053/fr/les-acteurs-du-secteur-de-l-assurance?cc=fn_7345
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Pays Direct Agents Courtiers Bancassurance Other GWP (Mde)

Germany 4,1% 50,0% 25,6% 18,0% 2,3% 90,8
Spain 8,0% 12,7% 6,7% 71,4% 1,2% 25,8
France 16,0% 7,0% 11,0% 63,0% 3,0% 118,7
Italy 10,7% 16,3% 1,1% 71,9% 0,0% 85,1
Netherlands 26,0% 74,0% 0,0% 0,0% 18,2

Ireland 50,9% 8,9% 40,2% 0,0% 0,0% 8,7
United Kingdom 16,9% 22,8% 60,3% 0,0% 0,0% 172,3
United States 4% 41% 49% 0% 6% 460,9

Table 4.2 – Canaux de distributions de l’assurance vie, 2013

Pays Direct Agents Courtiers Bancassurance Other GWP (Mde)

Germany 4,6% 60,2% 24,8% 6,9% 3,5% 96,4
Spain 22,6% 35,3% 24,8% 10,2% 7,1% 29,3
France 35,0% 34,0% 18,0% 12,0% 1,0% 69,5
Italy 8,1% 81,0% 7,6% 3,3% 0,0% 33,6
Netherlands 60,0% 40,0% 0,0% 0,0% 57,1

Ireland 40,9% 0,0% 59,1% 0,0% 0,0% 2,5
United Kingdom 24,8% 4,7% 55,2% 7,4% 7,9% 64,2
United States 71,4% 27,5% 0% 0% 1,1% 628,3

Table 4.3 – Canaux de distributions de l’assurance non vie, 2013

4.3 Compétition sur un marché d’assurance

4.3.1 Modèle d’Aspremont

Considérons un marché avec deux assureurs homogènes (1 et 2) réparti dans une ville, de manière
parfaitement linéaire pour simplifier. Sur cette ligne-ville I = [0, 1], les assurés sont répartis aléatoirement
selon la loi uniforme U(0, 1). Sachant le prix et le lieu de l’assureur, un assuré doit se déplacer pour acheter
de l’assurance. On suppose une espérance d’utilité linéaire

U(pi) = v − pi − ti,

pour acheter le produit de l’assureur i avec un cout de transport ti et un prix pi. Pour simplifier on
suppose un cout de transport proportionnel au carré de la distance ti = c × d2i où di est la distance
parcourue pour aller à l’assureur i.

U(pi) = v − pi − c(di)2

Notons l1 et 1 − l2 les positions respectives de l’assureur 1 et 2, x la position d’un assuré dans la ville,
voir figure 4.1.

Proposition 4.3.1. Dans un modèle linéaire à l’équilibre, les assureurs se positionnent aux bords de la
ville et réalisent des profits positifs.

Démonstration. La distance parcourue vers l’assureur 1 est donc |l1 − x| et |1− l2 − x| vers l’assureur 2.
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0 1
Assureur 1 : 
prix p

1
, lieu l

1

Assureur 2 :
prix p

2
, lieu 1-l

2

l
1

l
2

Position d'un 
assuré : x

Figure 4.1 – Diagramme de la ligne-ville

Cherchons la position xI rendant l’assuré est indi↵érent à l’assureur.

U(p1) = U(p2) , v � p1 � c(l1 � xI)
2 = v � p2 � c(1 � l2 � xI)

2 , xI =
c[(1 � l2)

2 � l21] + p2 � p1

2c(1 � l1 � l2)

Ainsi tous les assurés de position x  xI(p1, p2) choisissent l’assureur 1 et tous les assurés de position
x � xI(p1, p2) choisissent l’assureur 2. Le nombre total d’assurés est ainsi respectivement xI(p1, p2) et
1 � xI(p1, p2). Le profit pour chaque assureur est

⇡1(p1, p2) = p1xI(p1, p2), ⇡2(p1, p2) = p2(1 � xI(p1, p2)).

L’équilibre de Nash est le point p? = (p?1, p
?
2) tel que p?i maximise pi 7! ⇡i(pi, p�i). Il vérifie donc les

conditions de premier ordre

(
@⇡1
@p1

(p1, p2) = 0
@⇡2
@p2

(p1, p2) = 0
,
(

xI(p1, p2) + p1
@xI
@p1

(p1, p2) = 0

1 � xI(p1, p2) � p2
@xI
@p2

(p1, p2) = 0
,

8
<
:

c[(1�l2)2�l21]+p2�p1

2c(1�l1�l2) + p1
�1

2c(1�l1�l2) = 0

1 � c[(1�l2)2�l21]+p2�p1

2c(1�l1�l2) � p2
1

2c(1�l1�l2) = 0

,
⇢

c[(1 � l2)
2 � l21] + p2 = 2p1

2c(1 � l1 � l2) � c[(1 � l2)
2 � l21] + p1 = 2p2

,
⇢

p2 = 2p1 � c[(1 � l2)
2 � l21]

2c(1 � l1 � l2) + c[(1 � l2)
2 � l21] = 3p1

, 1/3

⇢
p2 = 2p1 � c[(1 � l2)

2 � l21]
2c(1 � l1 � l2) + c(1 � l2 � l1)(1 � l2 + l1) = 3p1

,
⇢

p1 = c(1 � l2 � l1)(1 � l2/3 + l1/3)
p2 = c(1 � l2 � l1)(1 + l2/3 � l1/3)

Par conséquent, l’équilibre de Nash pour les prix est donné par

(p?1, p
?
2) =

✓
c(1 � l2 � l1)

✓
1 � l2

3
+

l1
3

◆
, c(1 � l2 � l1)

✓
1 +

l2
3
� l1

3

◆◆

procurant le profit optimal

(⇡?
1, ⇡

?
2) =

 
c

2

✓
1 +

l1
3
� l2

3

◆2

(1 � l2 � l1),
c

2

✓
1 +

l2
3
� l1

3

◆2

(1 � l2 � l1)

!
.

Cherchons maintenant la position optimale l?1 et l?2 maximisant le profit d’équilibre ⇡?
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entrainant que les distances d’équilibre sont l?1 = l?2 = 0. Leurs prix deviennent identique et positifs
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Figure 4.1 – Diagramme de la ligne-ville

Cherchons la position xI rendant l’assuré est indifférent à l’assureur.

U(p1) = U(p2)⇔ v − p1 − c(l1 − xI)2 = v − p2 − c(1− l2 − xI)2 ⇔ xI =
c[(1− l2)2 − l21] + p2 − p1

2c(1− l1 − l2)
Ainsi tous les assurés de position x ≤ xI(p1, p2) choisissent l’assureur 1 et tous les assurés de position
x ≥ xI(p1, p2) choisissent l’assureur 2. Le nombre total d’assurés est ainsi respectivement xI(p1, p2) et
1− xI(p1, p2). Le profit pour chaque assureur est

π1(p1, p2) = p1xI(p1, p2), π2(p1, p2) = p2(1− xI(p1, p2)).

L’équilibre de Nash est le point p? = (p?1, p
?
2) tel que p?i maximise pi 7→ πi(pi, p−i). Il vérifie donc les

conditions de premier ordre

{
∂π1
∂p1

(p1, p2) = 0
∂π2
∂p2

(p1, p2) = 0
⇔
{
xI(p1, p2) + p1

∂xI
∂p1

(p1, p2) = 0

1− xI(p1, p2)− p2 ∂xI∂p2
(p1, p2) = 0

⇔





c[(1−l2)2−l21]+p2−p1
2c(1−l1−l2) + p1

−1
2c(1−l1−l2) = 0

1− c[(1−l2)2−l21]+p2−p1
2c(1−l1−l2) − p2 1

2c(1−l1−l2) = 0

⇔
{
c[(1− l2)2 − l21] + p2 = 2p1
2c(1− l1 − l2)− c[(1− l2)2 − l21] + p1 = 2p2

⇔
{
p2 = 2p1 − c[(1− l2)2 − l21]

2c(1− l1 − l2) + c[(1− l2)2 − l21] = 3p1

⇔ 1/3

{
p2 = 2p1 − c[(1− l2)2 − l21]
2c(1− l1 − l2) + c(1− l2 − l1)(1− l2 + l1) = 3p1

⇔
{
p1 = c(1− l2 − l1)(1− l2/3 + l1/3)
p2 = c(1− l2 − l1)(1 + l2/3− l1/3)

Par conséquent, l’équilibre de Nash pour les prix est donné par

(p?1, p
?
2) =

(
c(1− l2 − l1)

(
1− l2

3
+
l1
3

)
, c(1− l2 − l1)

(
1 +

l2
3
− l1

3

))

procurant le profit optimal

(π?1, π
?
2) =

(
c

2

(
1 +

l1
3
− l2

3

)2

(1− l2 − l1),
c

2

(
1 +

l2
3
− l1

3

)2

(1− l2 − l1)
)
.

Cherchons maintenant la position optimale l?1 et l?2 maximisant le profit d’équilibre π?i . Par dérivation,
on a

∂π?1
∂l1

(l1, l2) =
c

3

(
1 +

l1
3
− l2

3

)
(1− l2 − l1) +

c

2

(
1 +

l1
3
− l2

3

)2

(−1)

= c

(
1 +

l1
3
− l2

3

)(
1/3(1− l2 − l1)− 1/2

(
1 +

l1
3
− l2

3

))

= c
l1 + 3− l2

3

−1− l2 − 3l1
6

< 0

De même
∂π?

2
∂l2

(l1, l2) < 0. Donc le profit d’équilibre π?i est une fonction décroissante de la distance li,
entrainant que les distances d’équilibre sont l?1 = l?2 = 0. Leurs prix deviennent identique et positifs

(pF1 , p
F
2 ) = (p?1(l

?
1, l

?
2), p?2(l

?
1, l

?
2)) = (c, c)
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CHAPITRE 4. MARCHÉS D’ASSURANCE 49

Leurs profits deviennent identique et positifs

(πF1 , π
F
2 ) = (π?1(l?1, l

?
2), π?2(l?1, l

?
2)) =

( c
2
,
c

2

)
.

4.3.2 Modèle de recherche de prix

On suppose dorénavant que les assureurs proposent le même produit mais ont des cout de production
différents k1 ≤ k2 et donc des prix différents p1 ≤ p2. Les clients peuvent ou non choisir le prix le plus
bas suivant le cout à la recherche ou cout de magasiner. Le cout de magasiner est uniformément distribué
sur l’intervalle [0, c]. Ainsi le profit de l’assureur i est

πi = (pi − ki)ni(pi, p−i),
où ni(pi, p−i) désigne le nombre d’assurés de l’assureur i. Les assurés connaissent les valeurs des prix
p1, p2 sans connaitre le vendeur.

Considérons le premier cas où p2 > p1. Une partie des assurés va trouver l’assureur 1 et s’arrêter
de chercher. L’autre va trouver l’assureur 2. Sachant le prix p2, cette dernière partie a un cout de
magasinage p2 − p1 = cS pour trouver l’assureur 1. Seulement les assurés ayant un cout de magasinage
c ≤ cS chercheront l’assureur 1. Pour simplifier, on suppose que

n1 =
c

2
+
cS
2

=
c

2
+
p2 − p1

2
, n2 =

c

2
− cS

2
=
c

2
− p2 − p1

2
.

Les profits sont donc

π1 = (p1 − k1)
(
c

2
+
p2 − p1

2

)
, π2 = (p2 − k2)

(
c

2
− p2 − p1

2

)
.

Proposition 4.3.2. Une dispersion de prix p1 6= p2 peut être observé. Dans ce cas, le prix moyen est
déterminé comme la somme du cout moyen et du cout de recherche. La gamme de prix p2− p1 augmente
dans le même sens que la gamme de couts k2−k1. Il est possible dans ce cadre que les assureurs réalisent
en moyenne des profits positifs.

Démonstration. L’équilibre de Nash est le point p? = (p?1, p
?
2) tel que p?i maximise pi 7→ πi(pi, p−i). Il

vérifie donc les conditions de premier ordre
{

∂π1
∂p1

(p1, p2) = 0
∂π2
∂p2

(p1, p2) = 0
⇔
{

c
2 + p2−p1

2 + (p1 − k1)−12 = 0
c
2 −

p2−p1
2 + (p2 − k2)−12 = 0

⇔
{
c+ p2 − 2p1 + k1 = 0
c− 2p2 + p1 + k2 = 0

⇔
{
p1 = c+ 2k1+k2

3

p2 = c+ 2k2+k1
3

Par conséquent, l’équilibre de Nash pour les prix est donné par

(p?1, p
?
2) =

(
c+

2k1 + k2
3

, c+
2k2 + k1

3

)

procurant le profit optimal

(π?1, π
?
2) =

(
(3c+ k2 − k1)2

18
,

(3c+ k1 − k2)2
18

)

et les parts de marché

(n?1, n
?
2) =

(
3c+ k2 − k1

6
,

3c+ k1 − k2
6

)
.
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4.4 Cycles d’assurance et volatilité

4.4.1 Dynamique de prix et cycles de marché

La dynamique des prix a un grand impact sur le comportement des assurés, aussi bien en valeur
absolue qu’en valeur relative par rapport au marché. Les modèles de cycles de marché sont donc très
utilisés par les praticiens pour estimer le prix du marché de l’année prochaine. Puis, chaque assureur va
essayer de se positionner par rapport au prix du marché attendu. En plus du prix de marché attendu, le
ratio sinistre sur prime espéré doit être en adéquation avec les réserves courantes en capital. Il est temps
maintenant d’expliquer les raisons de la présence de cycles sur les marché d’assurance non-vie. Ensuite,
nous présenterons les modèles de séries temporelles les plus utilisés, avant de conclure sur les problèmes
de cette approche.

L’étude des cycles de marché est un thème depuis longtemps débattu en économie d’assurance. Les
articles fondamentaux remontent à Venezian (1985) et Cummins et Outreville (1987). Dans cette intro-
duction, nous nous basons sur la revue bibliographique très exhaustive de Feldblum (2001).

Cet article traite de diverses théories classiques expliquant la causalité des cycles de marché en assu-
rance non-vie. L’auteur crédibilise et décrédibilise une à une les principales théories. Au final, il conclut
que la présence de cycles est dû l’effet conjugué de quatre causes : (i) la tarification actuarielle, (ii) la
philosophie de la souscription, (iii) les fluctuations des taux d’intérêts et (iv) la stratégie compétitive.
Nous précisons ici chacune des causes avant de présenter les modèles de séries temporelles utilisés pour
montrer la pertinence d’une cause plutôt qu’une autre.

Tarification actuarielle

La tarification actuarielle peut engendrer des cycles résultant de l’effet combiné de l’incertitude sur les
sinistres et de la contre-cyclicité des coûts réels. L’incertitude est inhérente à toute activité d’assurance
et est due à l’inversion de cycle de production. Donc sans même évoquer les sinistres les plus volatiles
commes les catastrophes naturelles, l’assureur ne connâıtra jamais avec certitude le montant de la charge
sinistre à venir au moment où il tarifie ses contrats. La contre-cyclicité provient du décalage entre la
survenance des sinistres et leur intégration dans les nouveaux tarifs. Ce retard d’information dû à des
contraintes légales et techniques est généralement de 2 ou 3 ans.

L’antithèse de cette vision est que les cycles de marché ne sont généralement pas contracycliques
aux conditions macroéconomique (prospérité vs. récession). Les actuaires sont capables d’apprendre de
leurs erreurs passées et d’intégrer prospectivement les tendances actuelles dans leur tarif. Les cycles
de souscription ne seraient pas dus à la tarification actuarielle mais à la résistance des souscripteurs à
appliquer de nouveaux tarifs via les rabais commerciaux qu’ils peuvent accorder.

Philosophie de souscription

Une psychologie de masse des souscripteurs crée des effets d’emballement. En phase profitable, les
assureurs sont optimistes et se font la guerre des prix en quête de parts de marché. A l’opposé, lorsque
les résultats de souscription se dégradent, les assureurs sont contraints au bout d’un certain temps de
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remonter les prix de manière à retrouver un niveau de profitabilité acceptable. Le jeu consiste à détecter
le plus tôt possible les changements de cycles pour en tirer profit, car malgré une psychologie de masse,
les souscripteurs n’agissent pas de manière concertée.

Et, c’est là le problème de cette thèse : si la compétition est aussi intense que l’on sous-entend, l’offre
et la demande ne devraient-elles pas converger vers un équilibre ? La coordination entre assureurs étant
interdite, les assureurs sont incapables de déterminer le prix et la quantité d’assurance d’une demande
globale en perpétuel déséquilibre. Les consensus sur les changements de phase restent toujours un mystère
et pourtant les résultats de souscription d’un assureur à l’autre sont très corrélés.

Fluctuations des taux d’intérêts

Une caractéristique fondamentale du marché de l’assurance est le temps assez long s’écoulant entre
l’encaissement des primes et le paiement effectif des sinistres (tout particulièrement sur les garanties de
responsabilité civile). La fluctuation des intérêts n’est qu’une couche supplémentaire aux contraintes que
subissent les assureurs. En période de taux d’intérêts forts, les souscripteurs peuvent se permettre de
souscrire au coût attendu des sinistres et espérer les profits sur l’actualisation des sinistres. D’un autre
côté, en période de taux bas, les assureurs sont forcés de remonter les prix.

Or, les cycles ne perdent rarement de leur intensité lorsque les taux d’intérêts fluctuent peu. De
plus, les taux augmentent à la fois les primes et les coûts des sinistres, donc les bénéfices de souscription
devraient être faiblement impactés par ses changements de taux. L’expertise financière des assureurs rend
l’hypothèse de fluctuations des taux d’intérêts peu crédible, car elle suppose des méthodes de tarification
näıves, des souscripteurs simplistes, des régulateurs rigides et des gestionnaires de fond décevants. En
environnement compétitif, les joueurs irrationnels disparaissent.

Stratégie compétitive

Enfin, la théorie économique sur la compétition garantit que les firmes vendent au coût marginal.
Cependant de nombreux effets contrecarrent cette belle théorie, les assureurs ne connaissent ni l’offre ni
la demande en assurance et encore moins le coût d’un produit d’assurance (au moment de sa vente). A
cela, se rajoutent les barrières à l’entrée non pas financières mais opérationnelles et techniques : coût de
distribution, définition d’un standard de souscription, segmentation, etc. . . Comme le souligne Feldblum
(2001), il est facile d’entrer sur un marché d’assurance, mais il est nettemment plus difficile d’y entrer
avec succès.

Comme déjà énoncé, la faible différentiation des produits et la relative inélasticité des clients rend dif-
ficile l’arrivée de nouveaux entrants. Les caractéristiques intrinsèques de l’assurance rendent les stratégies
compétitives à la fois indispensables et stabilisantes. De plus, sur les marchés matures, seules les fusions-
acquisitions permettent de gagner de grosses parts de marché sans pratiquer une brutale chute des prix.
Par conséquent, le nombre de risque par assureur reste en général stable en régime de croisière.
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4.4.2 Modèles de séries temporelles

Nous présentons dans cette sous-section les modèles de séries temporelles les plus classiques utilisées
dans la littérature des cycles de marché pour affirmer ou infirmer une conjecture. L’objet des séries tem-
porelles est l’étude des processus stochastiques en temps discret (Xt)t∈N. Le modèle de base est le modèle
autorégressif d’ordre p. Pour un processus faiblement stationnaire (Xt) (c’est à dire espérance constante
et fonction d’autocovariance dépendant seulement de l’écart de temps), (Xt)t est dit autorégressif d’ordre
p s’il existe des coefficient a1, . . . , ap et un processus bruit blanc (Et) tels que

Xt =

p∑

i=1

aiXt−i + Et.

Pour le cas particulier p = 1, on retrouve une marche aléatoire, tandis que pour p = 2, (Xt) peut être
périodique si a2 < 0 et a21 + 4a2 < 0 avec une période

P = 2π arccos

(
a1

2
√−a2

)
.

Malgré sa simplicité et le caractère très fort des hypothèses, les modèles autoregressifs ont été appliqués
dans beaucoup d’articles de cycles de marché, par exemple Cummins et Outreville (1987). Cummins
et Outreville (1987) cherchent à montrer l’hypothèse de tarification actuarielle avec Xt le résultat de
souscription de l’année t. Les périodes de cycles oscillent entre 6 et 10 ans suivant les pays.

Une hypothèse centrale des modèles autorégressifs est la stationnarité du processus. Elle peut par
exemple être testée par le test de racine unitaire de Dickey-Fuller (voir, par exemple, Gourieroux et
Monfort (1997)). En pratique, l’hypothèse de stationnarité est rarement vérifiée. Pour compenser cela,
Fields et Venezian (1989) et Gron (1994) vont introduire des variables explicatives pour obtenir une
régression temporelle du type

Xt = a1Xt−1 + b0Yt + c0Zt + Et,
où Yt, Zt sont des indicateurs temporels indépendants et a0, b0, c0 6= 0. Une modélisation plus intéressante
est proposée par Haley (1993) en utilisant les modèles de cointégration.

Les modèles cointégrés ont été proposés par Granger et Engle (1987) ∗. Deux processus (Xt)t et (Yt)t
sont cointégrés s’il existe une combinaison linéaire de ces deux processus qui est stationnaire, c’est à dire
(αXt + βYt)t est stationnaire pour un couple (α, β) non nul. Cette notion de cointégration est cruciale
car elle permet de modéliser des tendances long-terme entre les deux séries (Xt)t et (Yt)t.

Prenons l’exemple de Hamilton (1994) avec

Xt = Xt−1 + Et et Yt = 2Xt + Ẽt.

où Et, Ẽt sont deux bruits blancs. Il est facile de voir que (Yt − 2Xt) est un processus stationnaire.
Néanmoins, les trajectoires des processus (Xt)t et (Yt)t sont fortement corrélées, comme l’illustre la
figure 4.2a. Sur la figure 4.2, on a aussi tracé l’évolution de la prime moyenne marché et l’inverse du ratio
sinistre sur prime (S/P) marché pour le marché auto français. Le graphique 4.2b montre à quel point ces
deux grandeurs sont liées et valide le fait que la prime marché est inversement proportionnelle au ratio
S/P.

∗. Clive W.J. Granger et Robert F. Engle ont reçu le prix Nobel d’économie pour leurs travaux sur les séries temporelles
macroéconomiques et financières le 10 décembre 2003.
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Figure 4.2 – Séries temporelles

Si on désigne l’opérateur di↵érence par �, le système d’équations ci-dessus peut se réécrire

�Xt = Et et �Yt = 2Xt � Yt + 2Et + eEt.

L’exemple précédent est en fait un cas particulier du théorème de réprésentation de Granger. Pour deux
séries Xt, Yt cointégrées d’ordre 1, il existe ↵1, ↵2 non tous nul et � 6= 0, telle que soit �Xt � ↵1(Yt�1 �
�Xt�1) soit �Yt � ↵2(Yt�1 � �Xt�1) sont stationnaires.

Plus généralement, les modèles autorégressifs vectoriels avec cointégration d’ordre p admettent la
représentation suivante :

�Xt = ABTXt�1 +

pX

j=1

�j�Xt�j + Et,

où Xt est un processus de dimension n, ABT une matrice n⇥n produit de matrices n⇥r, �j des matrices
n ⇥ n et Et un bruit blanc corrélé de dimension n. Ces modèles sont largement utilisés en économétrie.
Dans le cadre des modèles de cycles de marché, ils sont aussi abondamment utilisés (voir, par exemple,
Haley (1993); Grace et Hotchkiss (1995); Doherty et Garven (1995); Blondeau (2001)). Typiquement,
nous modélisons la prime moyenne marché en fonction des ratios sinistres sur primes, de l’inflation et
d’autres indicateurs macroéconomiques comme les taux d’intérêts court et long termes.

4.4.3 Problèmes de cette approche

Pour prendre des actions pertinentes, l’assureur doit savoir se positionner par rapport au marché.
L’utilisation de modèles cointégrés apparâıt nécessaire, car les modèles de séries chronologiques auto-
régressifs sont rarement adaptés pour modéliser la prime marché ou le ratio marché sinistre sur prime.
Une fois après avoir calibré un modèle de séries chronologiques et un modèle de résiliation, l’assureur
peut donc juger en théorie de sa politique tarifaire pour l’année suivante.
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Si on désigne l’opérateur différence par ∆, le système d’équations ci-dessus peut se réécrire

∆Xt = Et et ∆Yt = 2Xt − Yt + 2Et + Ẽt.

L’exemple précédent est en fait un cas particulier du théorème de réprésentation de Granger. Pour deux
séries Xt, Yt cointégrées d’ordre 1, il existe α1, α2 non tous nul et β 6= 0, telle que soit ∆Xt − α1(Yt−1 −
βXt−1) soit ∆Yt − α2(Yt−1 − βXt−1) sont stationnaires.

Plus généralement, les modèles autorégressifs vectoriels avec cointégration d’ordre p admettent la
représentation suivante :

∆Xt = ABTXt−1 +

p∑

j=1

Γj∆Xt−j + Et,

où Xt est un processus de dimension n, ABT une matrice n×n produit de matrices n×r, Γj des matrices
n × n et Et un bruit blanc corrélé de dimension n. Ces modèles sont largement utilisés en économétrie.
Dans le cadre des modèles de cycles de marché, ils sont aussi abondamment utilisés (voir, par exemple,
Haley (1993); Grace et Hotchkiss (1995); Doherty et Garven (1995); Blondeau (2001)). Typiquement,
nous modélisons la prime moyenne marché en fonction des ratios sinistres sur primes, de l’inflation et
d’autres indicateurs macroéconomiques comme les taux d’intérêts court et long termes.

4.4.3 Problèmes de cette approche

Pour prendre des actions pertinentes, l’assureur doit savoir se positionner par rapport au marché.
L’utilisation de modèles cointégrés apparâıt nécessaire, car les modèles de séries chronologiques auto-
régressifs sont rarement adaptés pour modéliser la prime marché ou le ratio marché sinistre sur prime.
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Une fois après avoir calibré un modèle de séries chronologiques et un modèle de résiliation, l’assureur
peut donc juger en théorie de sa politique tarifaire pour l’année suivante.

En pratique, il ne suffit pas de modéliser la prime moyenne marché pour faire un tarif. L’assureur
doit être capable de décliner les changements de tarif par segment. C’est à dire, il doit pouvoir modéliser
les plus grands assureurs de la place (par exemple les 5 premiers) individuellement et pas seulement
comme un seul acteur. Et c’est là que l’approche par série temporelle est problématique : il faut avoir un
historique assez important par assureur pour la variable considérée. En pratique, c’est rarement le cas
voire impossible.
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Chapitre 5

Régulation des marchés d’assurance

5.1 Justification historique de la régulation

5.1.1 Liste des principales banqueroutes

17 Capital Economique et Valeur – 05/06/2009

Justifications historiques de la 
réglementation

Table 5.1 – Liste des principales banqueroutes avant 2002

55



Pol
yc

op
ié
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5.1.2 Independent

Fondée en 1987, Independent est une entreprise d’assurances specialisée en IARD. Jusqu’en 2000, elle
était considérée comme une véritable ”success story”. Pourtant le 18 juin 2001, Independent annonçait
qu’elle suspendait toute souscription nouvelle sous la pression du Financial Services Authority (FSA),
qui avait mis a jour une situation de faillite avec un passif net estime au minimum à 20% du total de
bilan. Un renversement aussi brutal de situation n’est possible qu’en raison du problème bien connu de
”l’inversion du cycle de production”, caractéristique de l’industrie d’assurance.

Pourtant, cette inversion du cycle de production n’explique pas tout. Cette firme était supervisée
par les autorités prudentielles britanniques qui auraient dû détecter, dès 1996 ou 1997, des problèmes
importants dans sa politique de souscription. Independent reconnaissait explicitement en 1998 des excès
antérieurement commis par ses brokers : “Enormous effort was required during the year to reverse recently
identified poor standards of administration and premium collection”...

Le problème est que cet aveu aurait dû être accompagné d’un accroissement substantiel des provisions
d’Independent ; ce qui n’a pas été le cas. Bien au contraire, pour masquer la dégradation croissante de sa
situation financière, Independent a continué une politique agressive de souscriptions, les cotisations nou-
velles permettant de financer les sinistres passés (Gamble for resurrection). Il n‘était donc pas surprenant
que la solvabilité d’Independent se soit détériorée aussi rapidement en 2000/2001. Une restructuration
drastique dès 1996-1997, lorsque les problèmes sont apparus, aurait permis de limiter les dégâts.

5.1.3 Europavie

Europavie est le seul assureur vie français à avoir fait faillite depuis 1945. C‘était une petite société
avec un total d’engagements de 350 millions de francs au moment de la faillite (en 1997) dans un marché
de 500 milliards. Elle avait été créée en 1987 par un groupe de courtiers et était spécialisée dans les
contrats en unités de compte associées a des actifs immobiliers. De tels contrats sont en principe peu
risqués (du point de vue prudentiel) du fait de la congruence actif/passif.

Cependant, Europavie promettait a ses clients des taux d’intérêt très élevés alors que le marché im-
mobilier français était en crise. En 1994, Europavie était rachetée par un conglomérat - Thinet, specialisé
dans l’immobilier - qui voyait là le moyen de financer ses investissements au moindre coût. Notons en pas-
sant que les autorités prudentielles françaises avaient autorisé la prise de contrôle alors que la Fédération
française des sociétés d’assurances (FFSA) avait refusé d’accueillir Europavie en son sein en 1987 et 1994.
En 1997, BVH, une banque allemande - filiale de Thinet dans laquelle une fraction importante des actifs
d’Europavie était déposée, se déclara en faillite. Les autorités bancaires allemandes prirent des mesures
disciplinaires menant finalement a la faillite du groupe Thinet qui � organisa � alors sa faillite. Située
en bout de châıne, Europavie se retrouva avec un passif net de 120 millions de francs, correspondant a
plus d’un tiers de son total de bilan.

Ce cas illustre bien la difficulté pour les autorités prudentielles a contrôler les conglomérats : Thinet
était impliqué dans plusieurs types d’activités, cela dans plusieurs pays européens. En l’absence d’une
coopération complète et immédiate entre les différents superviseurs, il était aisé pour les actionnaires du
groupe � d’organiser � la faillite et de minimiser leurs pertes au détriment des assurés d’Europavie.
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5.1.4 GAN - Groupe des Assurances Nationales

Le GAN était initialement un groupe d’assurances, mais dev̂ınt ensuite un conglomérat financier
possédant a la fois des filiales dans le milieu de la banque et dans le milieu des assurances, après avoir
fusionné avec une groupe bancaire nationalisé, le CIC, en 1989. Le principal moteur de cette fusion était
le fait que le gouvernement ne voulait pas recapitaliser via l’impôt les banques nationalisées, ce qui était
devenu nécessaire (Ratio Cooke). Afin de recapitaliser les banques sans injecter de cash, l’Administration
a bâti des groupes hybrides tels que le GAN. Ce groupe avait quatre divisions : vie et non-vie en France,
assurance internationale, banque. Trois de ces divisions ont connu simultanément des pertes significatives
au cours des années 1990.

Première raison

Tout d’abord, l’actionnaire principal, l’Etat français, n‘était pas un acteur actif dans le secteur de
l’assurance nationalisée. En pratique, il était représenté par le ministre de l‘Economie, des Finances et de
l‘Industrie, lui-même aidé par des fonctionnaires du Trésor. Le ministre ne donnait jamais d’orientations
stratégiques claire ou d’objectifs de profitabilité, pour le moyen ou long terme. Les hommes politiques
avaient plutôt tendance à utiliser ces compagnies comme d’immense réserves de liquidité, qui pouvaient
être utilisées afin de cautionner ou recapitaliser des firmes en détresse ou sous-capitalisées du secteur
public.

L’Administration en charge de guider la participation du gouvernement n’avait pas plus d’incitation
que le personnel politique à maximiser la valeur de long terme de l’actionnaire. En fait, obtenir une place
dans une telle administration était plutôt vu comme un strapontin an d’obtenir un job dans une banque
ou une compagnie d’assurance.

Deuxième raison

Ensuite, le top-management n‘était non seulement pas soumis à la pression des actionnaires mais
avait également un horizon très court dans la mesure où il était presque systématiquement remplacé dès
lors que le gouvernement changeait. L’attention portée au risk management n‘était pas une priorité.

Troisième raison

Enfin, le régulateur, en tant qu’autorité publique, avait une tendance naturelle à être moins regardant
envers les firmes nationalisées : elles étaient trop grosses et trop sensibles politiquement pour faire défaut,
mais également parce qu’elles étaient soumises a une autorité de régulation elle-même dirigée par des
fonctionnaires appartenant au même corps. Par exemple, le directeur du Trésor qui était supposé être un
directeur des compagnies nationalisées, avait également un siège au directoire de l’autorité de supervision.
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Déroulement de la crise

Le CIC avait deux filiales, UIC et SOFAL, spécialisées dans l’immobilier. Une bulle s’est développée
en France à la fin des années 1980 et au début des années 1990. La Cour des Comptes reporta que les
institutions nationalisées avaient une exposition beaucoup plus importante à cette bulle que le secteur
privé. Lorsque la bulle a gonflé, les institutions nationalisées ont eu des ratios de prêts non-performants
sur capital compris entre 20% et 119% (contre 10% pour le secteur prive). Il apparut que ces résultats
étaient dus a une organisation interne défectueuse et l’absence d’un réel risk management.

D’un autre côté, au même titre que les autres assureurs nationalisés, le GAN développa ses affaires
à l’international rapidement et connut des pertes significatives, jusqu‘à ce qu’il se décide à réduire son
exposition.

Enfin, le GAN a développé un tarif auto très agressif, le ”tarif bleu”, notamment pour faire face a la
régression de ses parts de marche face a la MACIF ou à la MAAF : en raison de leur statut de mutuelle,
celles-ci bénéficient de coûts d’acquisition et d’administration plus bas. Malheureusement, si ce tarif était
compétitif, il était inefficace : même si les taux de croissance annuels du portefeuille étaient de 17%, 8%
et 15% entre 1991 et 1993, la sinistralité a crû plus vite.

Au final, le GAN a été privatisé en 1998 et acquis par Groupama, mais seulement une fois que la
situation financière a été assainie... par les impôts.

5.2 Justification théorique de la régulation

On distingue trois théories justifiant la régulation.

Théorie de l’intérêt commun

Dans l’intérêt commun des citoyens, la ruine d’un assureur peut entrainer de graves problèmes pour
les assurés, tout particulièrement pour l’assurance vie. Imaginons la défaillance d’un fond de pension
versant des annuités à des retraités. Une défaillance du fond de pension entrainerait la perte d’une partie
ou de la totalité des revenus de ces retraités. Le régulateur se forçait d’agir pour résoudre ce problème.

Néanmoins, cette théorie ne définit ni la ruine d’un assureur, ni les instruments de résolution, ni
l’intervention du régulateur, ni pourquoi les assurés ne pourrait être absorbés par le marché. Dans le cas
de l’assurance non-vie, la théorie de l’intérêt commun est guère crédible car les assureurs concurrents
absorberaient facilement de nouvelles parts de marché.

Théorie de l’intérêt spécifique

Les investisseurs cherchent à maximiser leur profit sous contrainte de risque. La réalisation de bénéfice
dépend très souvent de contrainte réglementaire imposé par le régulateur. Ainsi les investisseurs ont tout
intérêt à faire du lobby auprès des autorités de régulation pour garantir au mieux leur intérêt. Mais, les
intérêts des investisseurs sont rarement ceux des assurés.
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Cependant, cette théorie n’explique en rien pourquoi les autorités se laissent capturer par les investis-
seurs. Pour que les autorités se laissent soudoyer, cela entrainerait de la corruption qui est parfaitement
interdite dans la plupart des pays du monde. Cette théorie n’explique rien la diversité des régulations à
travers le monde.

Théorie de régulation pour le marché

C’est une théorie de l’offre et de la demande de régulation. Du coté de l’offre, on retrouve les effets
combinés du régulateur et du gouvernement. Les objectifs du régulateur sont de proposer des normes
pour éviter toute ruine à court et à long terme. Tandis que le gouvernement a des objectifs court-
termistes et notamment de réélection. Le cout de la régulation est une fonction croissante de l’offre de
régulation : toute augmentation des exigences réglementaires entraine une surcharge d’administration aux
détriments des assurés. Pour la demande, les assureurs ont un intérêt à demander une régulation plus
forte pour augmenter la barrière aux nouveaux arrivants. Dans le même temps, l’augmentation d’exigence
réglementaire entraine des augmentations de cout de capital pour les assureurs. La régulation résulte d’un
équilibre entre ces deux quantités.

5.3 Objectifs de la régulation

5.3.1 L’insolvabilité : point de vue comptable

L’expert comptable mandaté la surveillance d’un assureur s’intéresse à deux choses : le compte résultat
et le bilan de la société. Le compte de résultat récapitule les produits et les charges de l’exercice, sans
qu’il soit tenu compte de leur date d’encaissement ou de paiement. Il fait apparâıtre, par différence après
déduction des amortissements et des provisions, le bénéfice ou la perte de l’exercice. Le bilan décrit
séparément les éléments actifs et passifs de l’entreprise, et fait apparâıtre, de façon distincte, les capitaux
propres. Pour l’entreprise d’assurance, qui en moyenne encaisse les primes avant de payer les prestations,
on peut dire que le bilan reflète comment le passif du bilan a été placé a l’actif ∗. Cette lecture du bilan
permet en premier lieu de comprendre comment les produits financiers ont été ventilés entre le résultat
technique et le résultat non technique au prorata des capitaux propres et des provisions techniques.

5.3.2 Objectifs de la régulation

Il existe deux grandes approches de la régulation de l’assurance pour garantir la solvabilité des assu-
reurs (et donc l’engagement envers les assurés) :

— Approche étiologique : Empêcher l’insolvabilité d’une compagnie d’assurance en évitant les chocs
externes,

— Approche palliative : Limiter les coûts externes associés à une insolvabilité tout en minimisant la
probabilité d’occurence.

L’approche étiologique vise à limiter les causes de l’insolvabilité tandis que l’approche palliative vise à
limiter les conséquences de l’insolvabilité.

∗. Pour une entreprise produisant un bien, et qui en moyenne paye ses achats avant d’encaisser ses ventes, on peut dire
de manière imagée que le bilan reflète comment le passif du bilan a financé l’actif.
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5.3.3 Types de régulation

Chaque approche de la régulation a un arsenal de mesure qui l’accompagne. La régulation matérielle
correspond à l’approche étiologique tandis que l’approche palliative correspond à la régulation formelle.

Régulation matérielle

— Régulation du prix : elle a pour but non seulement la transparence des prix mais aussi le recou-
vrement des sinistres. Dans les marchés matures, la régulation du prix se matérialise comme un
prix minimum par type de contrat, mais pas comme un prix uniforme à travers le marché pour
éviter les problèmes d’antisélection.

— Régulation du produit : les produits sont personnalisables à l’infini via la franchise, la couverture,
la somme assurée, la participation au bénéfice (produit vie),. . . Une uniformisation des produits
a des vertus de simplicité pour l’assuré mais est anti innovation.

— Régulation des investissements de capitaux : elle a pour but de limiter les investissements dans les
actifs risqués. La diversification des allocations et la gestion actif-passif sont des éléments clés. Le
minimum pour l’assureur est donc l’approche moyenne-variance pour la diversification.

Régulation formelle

— Obligation d’un actuaire au conseil d’administration : cette obligation peut limiter les prises de
risques excessif en souscription et/ou en investissement de capitaux.

— Fond de garantie individuelle : l’assureur peut être contraint de mettre en place un fond de garantie
d’indemnisation. Comme le fond est perdu en cas d’insolvabilité, l’incitation est forte d’éviter la
ruine. Mais la création d’un fond (minimum) de garantie provoque une barrière aux nouveaux
entrants sur le marché.

— Transfert de portefeuilles à un concurrent : en cas d’insolvabilité, l’assureur peut être contraint
de céder son portefeuille au reste du marché. Cela garantit à la fois la continuité des couvertures
et la minimisation du risque d’antisélection lors du transfert de portefeuille. Les concurrents sont
aussi enclins à accepter du fait de la loi des grands nombres.

— Réassurance : l’assureur peut être contraint de se réassurer une partie des risques souscrits. Cela
augmente la protection des engagements envers l’assuré, mais a certes un cout.

— Fond garantie joint : l’intégralité des assureurs de la place peut être contraint d’établir un fond
de garantie joint d’indemnisation. L’insolvabilité complète du marché est improbable, le paiement
des sinistres est garanti. Les défauts majeurs de cette approche sont l’aléa moral et l’antisélection
de la part des assureurs se considérant insolvable. Un système de notation interne au fond peut
palier ces effets.

— Levée d’impôts : une possibilité de minimisation de l’impact de la ruine est la levée d’impôts.
Cette possibilité est adapté pour les grands risques de type nucléaire ou catastrophe naturelle.
Evidemment, l’aléa moral des gestionnaires de centrale ou l’assouplissement des constructions en
zone à risque ne peut que perdurer avec cette mesure.
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5.4 Présentation du système prudentiel actuel

5.4.1 Solvabilité 1

Les premières Directives datent de 1973 pour l’assurance non-vie et 1979 pour l’assurance vie. Ce
système, appelé Solvabilité 1, définit une approche forfaitaire et a minima du risque. Elle est donc
indépendante du niveau de risque réellement encouru. En effet, Solvabilité 1 prévoit une marge de solva-
bilité déterminée en fonction de pourcentages sur les primes et les sinistres en assurance non-vie :

1. Calcul d’un pourcentage de chiffre d’affaire (CA)

A =

{
18%× CA si CA < 57, 5Me
16%× CA si CA ≥ 57, 5Me

2. Calcul d’un pourcentage de la charge moyenne des sinistres (CS)

B =

{
26%× CS si CS < 40, 3Me
23%× CS si CS ≥ 40, 3Me

3. Calcul d’un pourcentage de réassurance

C = max

(
50%,

charge sinistre nette de réassurance

charge sinistre brute de réassurance

)
.

4. Calcul de la marge
M = max(A,B)× C.

En assurance-vie, la marge de solvabilité est calculée comme un pourcentage des provisions mathématiques :
4% pour les contrats en euros (le contrat rapporte un rendement fixe tous les ans) et 1% pour les contrats
en unité de compte (le rendement du contrat dépend de l’évolution des marchés financiers).

5.4.2 Solvabilité 2

La règlementation Solvabilité 2 a l’instar de Bâle 2 puis 3 est un système en 3 piliers

1. Pilier 1 : exigence quantitative
— Eléments de calcul des provisions techniques
— Exigence minimale de fonds propres
— Exigence de capital de solvabilité
— Règles d’investissement

2. Pilier 2 : exigence qualitative
— Principe de contrôle interne et de gestion des risques
— Processus de surveillance prudentielle

3. Pilier 3 : discipline de marché
— Communication financière
— Transparance

L’exigence règlementaire est calculé en agrégeant une liste de capitaux réglementaires par typologie de
risque (12 risques) selon le schéma donné en figure 5.1. Pour chacun des items, il est nécessaire de calculer
un capital règlementaire (Solceny Capital Requirement). Comme SCR(X) = V aR99,5%(X) − E(X) ≈
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3
√
V ar(X) ∗, le calcul d’un SCR se résume dans la formule standard à un calcul d’écart-type. Les facteurs

du modèle sont donc les écarts-types aux risques individuels. Ils sont agrégés par ligne d’affaire (LOB),
puis total compagnie.

Chaque SCR d’un 12 risques est ensuite combiné par famille à l’aide d’une matrice d’agrégation. Par
exemple pour les risques non-vie, les SCR (S1 pour le risque de prime et de provision et S2 pour le risque
catastrophique) sont combinés pour obtenir SNL par

MNL =

(
1 0, 25

0, 25 1

)
⇒ SNL =

√
(
S1 S2

)
MNL

(
S1
S2

)
=
√

(S1)2 + 0, 5S1S2 + (S2)2.

Pour l’agrégation entre tous les risques sauf le risque opérationnel, la matrice est du type

MBSCR =




1 0, 25 0, 25 0, 25 0, 25
0, 25 1 0, 5 0, 25 0, 25
0, 25 0, 5 1 0 0, 25
0, 25 0, 25 0 1 0, 25
0, 25 0, 25 0, 25 0, 25 1



.
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SCR Standard Formula Risk Evaluation

 agg. via matrix Interest Rates  Extreme Scenario

Equity  Extreme Scenario

 agg. via simple sum Market/Credit Property  Extreme Scenario

Currency  Extreme Scenario

Spread  Factor model

Concentration  Factor model

Counterparty Counterparty  Factor model

Mortality  Extreme Scenario

Longevity  Extreme Scenario

BSCR Disability  Extreme Scenario

Life Lapses  Extreme Scenario

Expense  Extreme Scenario

Revision  Extreme Scenario

SCR CAT  Factor model

Long Term  Factor model

Short Term  Factor model

Workers Compensation  Factor model

Premium & Reserve  Factor model

CAT  Factor model

Operational Operational Operational Risk  Factor model

Health

P&C

SCR risk categories, modeling approach
and tools

Figure 5.1 – Cartographie des risques

5.4.3 Liste des régulateurs par pays

Voir https://www.bis.org/regauth.htm
— France : ACPR - Autorité de Contrôle Prudentiel et de Résolution (ex ACAM),

∗. le facteur 3 repose sur une hypothèse lognormale de la variable aléatoire X.

https://www.bis.org/regauth.htm


Pol
yc

op
ié
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— Allemagne : BaFin - Bundesanstalt für Finanzdienstleistungsaufsicht,
— Royaume uni : PRA - Prudential Regulation Authority et FCA - Financial Conduct Authority

(ex FSA),
— Etats-unis d’Amérique : FIO - Federal Insurance Office.
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Annexe A

Outils maths

A.1 Optimisation

Définition A.1.1 (gradient, matrice Hessienne). Pour une fonction f : Rn 7→ R C2, le gradient est
défini par

∇f(x) =




∂f
∂x1

(x)
...

∂f
∂xn

(x)


 .

Sa matrice Hessienne est

∇2f(x) =




∂2f
∂x21

(x) . . . ∂2f
∂x1∂xn

(x)

. . .
∂2f

∂xn∂x1
(x) . . . ∂2f

∂x2n
(x)


 .

A.1.1 Optimisation sans contrainte

Définition A.1.2 (Condition premier ordre). Pour un problème d’optimisation

min
x∈Rn

f(x),

la condition du premier ordre pour que x? soit solution est

∇f(x?) = 0.

Définition A.1.3 (Condition second ordre). Pour un problème d’optimisation

min
x∈Rn

f(x),

si la matrice Hessienne ∇2f(x?) est définie positive, alors x? solution de la condition du premier ordre
est un minimum global du problème d’optimisation.

Exemple A.1.4. Soit f(x) = x31 + x32 − 3x1x2. Le problème d’optimisation

min
x∈R2

f(x),
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a pour condition de premier ordre

∇f(x) = 0⇔ 3x21 − 3x2 = 0,

3x22 − 3x1 = 0
⇔ x21 = x2,

x22 = x1
⇔ x2 = x42,

x22 = x1
⇔ (x1, x2) ∈ {(0, 0), (1, 1)}.

Il y a donc deux solutions. La matrice Hessienne est

∇2f(x) =

(
6x1 −3
−3 6x2

)

On peut montrer que ∇2f(0, 0) et ∇2f(1, 1) ne sont pas définies positives. Aucune des solution n’est une
solution globale.

A.1.2 Optimisation avec contrainte

Définition A.1.5 (Lagrangien). Pour un problème d’optimisation

min
x∈Rn

f(x) tel que gl(x) ≤ 0, l = 1 . . . ,m

le Lagrangien L : Rn × Rm 7→ R est défini par

L(x, λ) = f(x) +

m∑

l=1

λigi(x).

Les multiplicateurs de Lagrange λi s’interprète comme la sensibilité de l’optimum à cette contrainte. De
manière équivalente, on peut considérer le problème suivant avec un Lagrangien identique

max
x∈Rn

f(x) tel que gl(x) ≥ 0, l = 1 . . . ,m.

Définition A.1.6 (Condition d’optimalité KKT (premier ordre)). Si x? résout le problème d’optimisation

min
x∈Rn

f(x) tel que gl(x) ≤ 0, l = 1 . . . ,m

alors il existe λ? ∈ Rm tel que
— minimalité (premier ordre) : ∇xL(x?, λ?) = 0,
— condition primale : pour tout l, gl(x

?) ≤ 0,
— condition duale : pour tout l, λ?l ≥ 0,
— complémentarité : pour tout l, λ?l gl(x

?) = 0.
Dans le cas d’une égalité pour gl, la condition primale devient gl(x

?) = 0, la condition duale n’est plus
nécessaire et la condition de complémentarité est toujours vérifiée. Dans le cas d’une maximisation sous
contrainte positive, il suffit juste d’inverser les contraintes duales.

Définition A.1.7 (Condition second ordre). Si les fonctions f et gl sont convexes, alors la solution x?

des conditions du premier ordre est un minimum global du problème d’optimisation.

Exemple A.1.8. Soit f(x) = x21+3x22−2x1x2−x1. Minimisons f sous contrainte g1(x) = x1+x2−1 ≤ 0.
Le lagrangien vaut

L(x, λ1) = x21 + 3x22 − 2x1x2 − x1 + λ1(x1 + x2 − 1).

La condition du premier ordre est
{

2x1 − 2x2 − 1 + λ1 = 0
6x2 − 2x1 + λ1 = 0

⇔
{

2x1 − 1 + λ1 = 2x2
6(x1 − 1/2 + λ1/2) + λ1 = 2x1

⇔
{

2x2 = 2x1 − 1 + λ1
4x1 = −4λ1 + 3

La contrainte de complémentarité correspond à

λ1(x1 + x2 − 1) = 0.
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— Si λ1 = 0, alors on trouve
x1 = 3/4, x2 = 1/4.

C’est une solution possible car g1(3/4, 1/4) = 0.
— Si λ1 > 0 alors x1 + x2 = 1. Ainsi en utilisant x2 = 1− x1, on trouve un système sans solution

{
2− 2x1 = 2x1 − 1 + λ1
4x1 = −4λ1 + 3

⇔
{

4x1 = −4λ1 + 3
3− 4x1 = λ1

⇔
{

4x1 = −4λ1 + 3
3 + 4λ1 − 3 = λ1

⇔
{

4x1 = −4λ1 + 3
4 = 1

C’est donc impossible. Ainsi l’unique solution est (x?1, x
?
2, λ

?
1) = (1/4, 3/4, 0).

A.2 Théorème des fonctions implicites

A.2.1 Résultat théorique

Théorème A.2.1. Soit F une fonction de classe C1 (dérivé continue). De plus l’ensemble des solutions
tels que F (a, b) = 0 n’est pas vide. Si ∂F

∂y (a, b) 6= 0, alors il existe h > 0 et une unique fonction ϕ définie
sur ]a? − h, a? + h[ autour de la solution a? tel que

ϕ(a?) = b et ∀x ∈]a? − h, a? + h[, F (x, ϕ(x)) = 0.

De plus, ϕ est de classe C1 (localement) et

ϕ′(x) = −
∂F
∂x (x, y)
∂F
∂y (x, y)

∣∣∣∣∣
y=ϕ(x)

.

A.2.2 Exemple d’application

Exemple A.2.1. Considérons les points (x, y) du cercle unité. C’est à dire vérifiant x2+y2 = 1. On pose
F (x, y) = x2+y2−1. Considérons les points du plan d’abscisse positive dont on sait que F (x, y) = 0 a une
solution. Autrement dit, il existe une fonction ϕ(x) = y tel que F (x, ϕ(x)) = 0. En effet, ϕ(x) =

√
1− x2

pour −1 ≤ y ≤ 1. La dérivée est obtenue facilement par

ϕ′(x) = −
∂F
∂x (x, y)
∂F
∂y (x, y)

∣∣∣∣∣
y=ϕ(x)

= − 2x

2y

∣∣∣∣
y=ϕ(x)

= − x

ϕ(x)
= − x√

1− x2
.

En effet c’est bien la dérivée de
√

1− x2. L’intérêt du théorème est d’autant plus intéressant que ϕ est
non explicite.
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