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Chapitre 1

Algebre matricielle (2 séances)

1.1 Groupe, anneau, espace vectoriel

Définition 1.1.1 (Groupe). L’espace E muni de 'opération + noté (E,+) est un groupe lorsque
— Va,y,z€ E,(x+y) +2z=a+ (y+ 2) (associativité),
— Je€ E,v+e=e+x=ux (existence élément neutre),
— Ve e E, 3 € E,x + 1’ =1’ +x =e (existence d’un symétrique).

Le groupe est dit commutatif ou abélien siVr,y € E,x.+y =1y + x.

Remarque 1.1.1. Un groupe est non-vide puisqu’il contient I’élément neutre.

Exemple 1.1.2. (Z,+) est un groupe commutatif avec I’élement neutre 0 et comme symétrique de n
lélément —n mais (N, +) n’en est pas un.

Définition 1.1.3 (Anneau). L’espace E muni des opérations + et x noté (E,+, X) est un anneau
lorsque

— (E,+) est un groupe commutatif (avec ey ’élément neutre),

— X est associative,

— X est distributive par rapport +, i.e. Vr,y,z € E,(a+b) xc=axc+bxcetcx (a+b) =

cxa+cxb,

— X posséde un élément neutre ex, i.e. Ve € E,x X ex = ex X x = x.
L’anneau est dit commutatif ou abélien si Vx,y € E,x X y =y X x. Si de plus tous les éléments non
nuls possédent un tnverse pour X, alors (E,+, X) est un corps.

Exemple 1.1.4. (Z,+, X) est un anneau mais pas un corps, tandis que (R, +, x) est un corps.

Définition 1.1.5 (Espace vectoriel). Un espace E muni de l'opération + et de la multiplication par
un scalaire . de K est un K-espace vectoriel noté (E,+,.) lorsque

— (E,+) est un groupe commutatif (avec Og I’élément neutre),

— VA ueK,\Va,y € E, les opérations suivantes sont vérifiées

Mz +y) =+ Ny
A+ p)z = Az + px
Auz) = ()a

lr =2

Exemple 1.1.6. (R,+,.) est un R-espace vectoriel.

Définition 1.1.7 (Algebre). Un espace E muni des opérations +, x et de la multiplication par un
scalaire . de K est un K-algébre noté (E,+, X,.) lorsque
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— (E,+,.) est un K-espace vectoriel,
— X est distributive par rapport a +,
— VA peKVe,y e B, (Ax) X (py) = (Au).(z x y).
L’algébre est dit associative si + est associatif et dit commutative si X est commutatif.

1.2 Notations et opérations de base pour les matrices

Définition 1.2.1 (Matrice). Une matrice A est un tableauw de nombres réels ou complexes avec n
lignes et m colonnes. La matrice se représente par

a1 ... Q1im
A= a; | = (aij)zj ’
anpl .- Apm

ot a;j est appelé terme général de la matrice A. Lorsque n = m, on parle de matrices carrés. L’en-
semble des matrices réelles (resp. compleze) est noté R™™ (resp. C"*™ ). K"*™ désigne [’ensemble
des matrices de K =R ou C.

Exemple 1.2.2.

1 -2 3 78
A:(é _72 133>,B: 0 —2 0 f.c=[0 —2
' 0 0 -10 T V2

Remarque 1.2.1. Pour A = (aij)
na=npg et myg =mp et a;; = b;j.

€ Knaxma B = (bij) € KnsXms = A et B sont égales si

i iJ

Définition 1.2.3 (Somme). Pour A = (aij)z‘j ;B = (bij)ij € K" la matrice A+ B est la matrice

C= (Cij>ij dont les coefficients sont ¢;j. = a;j + b;j pour tout i =1,...,n, j=1,...,m.

1—23+40—3_5—20

0 7 13 1 -7 =) \1 0 13+m7
Proposition 1.2.2. L’ensemble des matrices (K™*™ +) muni de l'opération somme est un groupe
commutatif dont I’élément neutre est la matrice nulle. C’est a dire

Exemple 1.2.4.

A4+ (B+C)=(A+B)+C, A+0=A, A+(-A)=0, A+B=B+A.

Définition 1.2.5 (Produit par un scalaire). Pour A = (aij)z‘j e K™ et A € K, la matrice NA est

la matrice C' = (cij)ij dont les coefficients sont c;; = Aa;; pour touti=1,...,n, j=1,...,m.

Exemple 1.2.6.
V2 —2v2  3V2
vaA = < 0 TV2 1.3\/§> '

Proposition 1.2.3. L’ensemble des matrices (K™*™ +..) muni de l'opération somme et du produit
par un scalaire est un K-espace vectoriel. C’est a dire (K™"*™ +) est un groupe commutatif et

MA+B)=MA+AB, (A\+p)A=AMA+pA, AuA)=(uA, 1(A)=A.
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Définition 1.2.7 (Produit). Pour A = (aij)ij e K" B = (b"j)z‘j € K™*P_ la matrice AB est la
matrice C = (Cij)ij dont les coefficients sont c;j = Yy @igbrj pour tout i =1,...,n, j=1,...,m.
Autrement dit,

b11 b1, bip

a1 ... Qg ... Qlm
m
AxB= a1 ... ap ... Gum | X by - b : b | = | kZIaikbkj
Apl .. Qpk ... Opm - - - i
Exemple 1.2.8.
oot )03 3) 0 2,
<O 7 1.3 0 0 —10 0 —14 -13
Proposition 1.2.4. L’élément neutre de la multiplication de matrice est la matrice identité
1 0
I, = .
0 1

Définition 1.2.9 (Inverse d’une matrice). Une matrice A € K" "™ est inversible lorsque 3B €
K™" A x B=1= B x A. Linverse si il existe est noté A~ ".

Proposition 1.2.5. Pour A € K"™™ et B € K™*P, on a

— n #m #p, Uexistence de A x B n’entraine pas l'existence de B x A. Néanmoins, la somme
est distributive par rapport o la multiplication

AX(B+C)=AxB+AxC,
et la multiplication par un scalaire vérifie
A X (AB) = (MA) x B=\(A x B).

— n =m = p, Uensemble des matrices (K"*", +, xX) muni des opérations produit et somme est
un K-anneau. Dans ce cadre la, n x A et A™ sont parfaitement définies par itération de la
somme et de la multiplication. De plus (K"*" +, x,.) est une K-algébre associative (mais pas
commutative).

Définition 1.2.10 (Transposée). La transposée d’une matrice A = (aij) e K™™ est l'unique

ij

matrice notée AT de K™*™ de terme général (aji)ij. Une matrice carrée A est dit symétrique si
— AT S

A=A , 1.6, aij = aji.

Exemple 1.2.11.

1 0 1 0 0 c 0
AT=| —2 7|, B"=| -2 =2 0 |, CT—<8 5 \/5)
3 1.3 3 0 -10 B

Définition 1.2.12 (Trace). La trace d’une matrice A = (aij)z‘j € K™*" est notée Tr(A) =D 1" ais.
Exemple 1.2.13.
Tr(B) = —11.

Proposition 1.2.6. Lorsque les produits sont compatibles,

(AxB)" =B" x AT, Ti(AxB)=Tr(B x A), Tr(Ax AT) =Tr(A" x A)=> ) =aj;.

i J
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1.3 Matrices spéciales

1.3.1 Matrices usuelles

— nulle
0 0
0= 0
0 0
— identité de K="
1 0 0
0
I= 1
. .0
0 ... 0 1

C’est a dire de terme général 7;; = J;; le delta de Kronecker.
— diagonale de K™*™

d 0 ... 0
0
D = d;
% 0
0 0 d,

C’est a dire de terme général d;; =0 si i #7.
— triangulaire supérieure de K™**"

t11 tig ... tin
0
T = tii
. tn—lm
0 .. 0 tnn

C’est a dire de terme général ¢;; = 0 si i > j.
— triangulaire inférieure de K™*"

tn 0 0
to1
T = tii
0
to oo tane1 tan

C’est a dire de terme général t;; = 0 si i < j.
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— matrice par bloc

ail N Almy bn e blmB
A B i Ansl  --- Quamy anl anmB
C D C11 e Clmg d11 SN dlmD

Cnel -+ Cneme anl e dTmeD

Typiquement bloc triangulaire supérieure (13 ?) , bloc diagonale (13 g) .

— creuse : matrices avec une majorité de zéros, e.g. matrice identité.
— matrice inversible : matrice A € K™*" telle que dB € K"*" A x B=1= B x A.
— semblable : A et B sont semblables si 3P inversible, A = PBP!.

1.3.2 Matrices de transformation géométrique

— homothétie du type AI. C’est a dire de terme général d;; = 0si ¢ # j et A sii = j.
— ortogonale : matrice A telle que AT A = 1I.
— matrice de rotation : matrice orthogonale de déterminant 1. Typiquement

cos(f) —sin(6) 0 =1
sin(#) cos(d) J\1 0 )"
— matrice de projection : matrice symétrique A telle que A? = A.
— matrice de symétrie : matrice A telle que A% = I.
— nilpotente : matrice A telle que In € N, A= 0 et A" ! £ 0.

— matrice de permutation : matrice dont les colonnes sont une permutation des colonnes de la
matrice identité. Autrement dit, matrice de 0 et de 1 ot il y a un seul 1 par ligne et par colonne.

1.3.3 Matrices particulieres

— matrice de Toeplitz

apg a—-1 A—2 ... ... G_py1
al ap a_1
as al
a_1 a_9
al ag a_1

an—1 e e a9 aq an

C’est a dire de terme général a;; n’est fonction que de |i — j|.
— matrice de Vandermonde

1 a (112 ... aln—l
1 ay a22 . aQ”_l
1 asg CL32 Ce a3n—1
1 am am? ... ap™ !

C’est a dire de terme général a;; = (a;)7~*
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1.4 Calcul de déterminant

Définition 1.4.1 (Déterminant d’une matrice). On appelle déterminant des matrices carrées de K"*"
lunique application det (:) K™*™ — K telle que

(i) det() est une forme n-linéaire des colonnes de A,

(ii) det() est une forme alternée des colonnes de A,

(117) det(I) =1, ou I est la matrice identité.
Autrement dit, en notant A_; la jéme colonne, (i) A _j — det(A) est linéaire pour tout j, (ii) si 3, j
tel que A j = A ; alors det(A) = 0. Notons que sin =1, alors det(A) = aq;.

Définition 1.4.2 (Calcul du déterminant d’une matrice). On en déduit que le déterminant d’une

matrice carrée A de K™"*™ se calcule pour une colonne arbitraire j

det(A) = ay(-1)"det(A; ),
=1

ou se calcule pour une ligne arbitraire i

det(A) = z": aij(—1)" T det (A_; _;),

j=1
ot A_; _; est la matrice A privée de la iéme ligne et jéme colonne. det(A_; _;) est appelée le mineur
de A relatif a a;j, (—1)"det(A_;_;) le cofacteur de a;;.

Exemple 1.4.3 (Cas particulier : n = 2). Pour une matrice de K**2, le déterminant vaut

({5 ) ek

Exemple 1.4.4 (Cas particulier : derniere colonne creuse). Pour une matrice

0

A Y E——
0
Gpl .- Qpn—1 1

on a det(A) = det(A_p —p).

Exemple 1.4.5 (Cas particulier: jéme colonne creuse). Pour une matrice

ail e a17j71 0 a1,j+1 e A1n
ai-11 -+ G-15-1 0 @141 ... Gi—1p
A= a;1 e aj5—1 1 ag 541 e Ain y
it11 -+ Gir15-1 0 @Gip1 541 -.. Qigin
ap1 ... apj—1 0 apjs1 ... QAnn

on a det(A) = (—1)"det(A_;_;) ou

alr ... G1j-1 Q41 ... Qlp
A*i s = ai_171 e ai_lvj_l ai—Lj-{-l A ai—l,n
" ai+1,1  --- Qi415-1 Qitlj+1 oo Girln

anl NN Gp, j—1 Gp, j4+1 e Ann
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Exemple 1.4.6 (Cas particulier : triangulaire supérieure). Pour une matrice

t11 tiz ... tin
0
T = tii ,
e tain
0 0 thn

n
on a det(T) = [] ti-
i=1
Proposition 1.4.1. Le déterminant posséde les propriétés suivantes :

— Si on permute deuz lignes ou deux colonnes, le déterminant change de signe.

— Si deuz lignes ou deuz colonnes sont identiques, le déterminant est nul.

— Si on multiplie tous les termes d’une méme ligne ou d’une méme colonne par u € K, le
déterminant est multiplié par .

— On peut ajouter a une colonne (ou une ligne) un multiple d’une autre-colonne (ou d’une autre
ligne) sans changer la valeur du déterminant. En conséquence, si une ligne ou une colonne est
nulle, le déterminant est nul.

— Pour deux matrices carrées A et B, on a det(A x B) = det(A) det (B).

Proposition 1.4.2. Pour une matrice triangulaire par bloe, le déterminant vaut

det ((‘6‘ g)) _ det(A) det(C)

Démonstration. Idées de preuve : on remarque

A B\ (I 0 A B
0. Ccj) \0 C 0o I)°
Ensuite on calcule des deux matrices séparément. ]

Proposition 1.4.3 (Méthode de Cramer). Considérons le systéme linéaire Az = b pour A € K"*".
Si A est inversible;.i.e. det(A) # 0, alors = A~'b. Notons A _; la iéme colonne de A. Ainsi

det (Az> .
ri=——2, A;=(A1,...,A ;_1,0bA ;11,..., A ).
% det(A) 7 ( 51 Li—1 Li+1 .,n)
Proposition 1.4.4 (Inverse d’une matrice). Soit A € K"*". Si A est inversible, alors l'inverse peut
se calculer de la maniére suivante

1. calculer det(A).

2. déterminer la matrice Ay des cofacteurs (—1)77 det (A_;_j) de A.

~ ~T
3. calculer la comatrice As = A, en prenant la transposée.

As
det(A) -

4. Vinverse se déduit par A~ =
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1.5 Applications linéaires et matrices

Définition 1.5.1 (Application linéaire). Soient E, F' deuz K-espaces vectoriels de dimension respective
n et m. Une application f: E — F est linéaire lorsque

p p
VAL, A, VL, ., € B f (Z Aa:) =3 Xif ().
=1

=1

En dimension finie, une application linéaire est entierement caractérisée par une matrice. Soit (e1,. .., €n)
une base de E (resp. (fi,...,f,) une base de F'). Il existe une matrice A de K"*™ telle que
flej) =3"0_  aijf;. Cest a dire pour

flex), .., flem)

(AN alg ... A1m
Fa
A=|an ... aipp ... Gm S,
Fn
apl .- Qpk .- Gpm

on a f(x) = A xx. A est parfois notée mat(f); s, ou simplement f.

Définition 1.5.2 (Image directe et réciproque). Pour I un 'sous espace vectoriel de E et f : E — F
une application linéaire, l'image directe est f(I) = {f(x),x € I}. Pour J un sous espace vectoriel de
F, Uimage réciproque f~1(J) = {x € E, f(x) € J}. Ce sont des sous-espaces vectoriels.

Définition 1.5.3 (Image et noyau). Pour f : E — F une-application linéaire, l’image est définie par
Im(f) = f(E) et le noyau par Ker(f) = f~1(0p).

Exemple 1.5.4. Pour les matrices

1 -2 3 78
A:(é _72 133>,B: 0 -2 o |.c=[0 —2|,
' 0 0 -10 T V2

les applications linéaires associées (dans la base canonique de K™) sont

T I _92° 3 x x 1 -2 3 x . 7 8 -
fally =<0 7 13) yl.fslly]]=(0 -2 0 y ,fo<<y>)= 0 -2 <y>
z ’ z z 0 0 -—10 z T V2
ot fa: K3 K2, fp:K3— K3, fo:K?— K3. Les images et les noyaux sont
r—2y+ 3z 9
I = K K
T T
—2y+3
Ker(fa) = y | €K, <a;7 +y1+32Z) = <8> = —0.055z | ,z € K
z vy 0.296
r—2y+ 3z T r—2y+ 32 0 0
Im(fB) = 2y S K3, x,y,z €K ,Ker(fB) = y | € K37 2y =10 = 0
—10z z —10z 0 0
zx — 8y . zr — 8y 0 0
Im(fc) = —2y €K® 2,y,2 €Ky Ker(fc) = ( ) €K, % ) {<0> }
T+ V2 Y T+ V2y 0
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Définition 1.5.5 (Rang). Pour f : E — F une application linéaire, le rang de f est la dimension
de Im(f), i.e. rg(f) = dim(Im(f)). Pour une matrice A € K", le rang est rg(A) = rg(fa) =
dim(Im(f)), i.e. dimension de 'espace engendrée par les colonnes de A noté vect(A 1,..., A m).

3]

Définition 1.5.6 (Surjective, injective et bijective). Pour f : E +— F une application, f est injective
lorsque Vo € E\Ny € E,x #y = f(x) # f(y). f est surjective lorsque Vy € F,3z € E,y = f(z). f
est bijective lorsque Vy € F,3x € E,y = f(x).

Proposition 1.5.1. Pour f : E — F une application linéaire, on a
— [ est injective < Ker(f) = {0g}.
— [ est surjective < Im(f) = F.
— f est bijective < f est surjective et injective.

Théoréme 1.5.2. Pour f : E — F une application linéaire, ou E et F sont deux espaces vectoriels
de dimension finie, on a

dim(FE) = dim(Im(f)) + dim(Ker(f)).

Proposition 1.5.3. Soit A € K™™. On a rg(A) = rg(AT). Ainsi par le théoréme du rang, 0 <
rg(A) < min(n,m).

Exemple 1.5.7. Pour l’exemple précédent, on a
rg(fa) = dim(Im(fa)) =2 =rg(A), dim(Ker(fa))=1.
rg(fp) = dim(Im(fp)) = 3 =1g(B),  dim(Ker(fp)) =
rg(fc) = dim(Im(fc)) = 2 =rg(C), dim(Ker(fc)) =
Exemple 1.5.8. Soit la matrice D € R3*° définie par

1. -13 5 1
D=2 0 -1 3 1
3 -1 2 8 2

Comme elle a trois lignes, rg(D) < 3. De plus; D1 +Dy = Dj_, rg(D) = rg(DT) = dim(vect(D;,, D3.)) =
2. Donc dim(Ker(fp)) =5 —2 = 3.
1.6 Utilisation des matrices

1.6.1 Lien avec les systémes linéaires

La résolution de systemes linéaires, par ex :

r—2y+3z2=-4

T—2y+32=17
P —2y =3/2
{0+7y+1.32—2 10— 0
peut s’écrire sous la forme matricielle
x x —4 1 -2 3
Aly :(3) By =32 oﬁA=<(1) _72 133>,B: 0 -2 0
z z 9 ' 0 0 -10

Définition 1.6.1 (Pivot de Gauss). Considérons le systéme linéaire Axr =b ou A € K™*", z € K" et
b € K™. La méthode de résolution dite du pivot de Gauss consiste a résoudre le systéme de la maniére
sutvante
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1. Ordonner les équations de maniére a se rapprocher d’une forme triangulaire supérieure.
2. Mettre le systéeme sous forme triangulaire en annulant une & une les inconnues.

3. Discuter la forme du systéme obtenu : son rang (nombre de pivot non nul, i.e. nombre d’équations
indépendantes), sa compatibilité (entre équations) et son éventuel nombre de paramétres (=
nombre d’inconnues - rang).

4. Poursuivre la résolution du systeme, si possible.

Exemple 1.6.2.

r+y+t = a r+y+t = a
2c+y+z4+u = b —y+z—t+u = b—2a
r+2y—z+t+2u = ¢ & y—z+2u = c—a
—x—z—3t+5u = d y—z—2t+5u = d+a
—rz+y—2z4+t4+u = e 20+ 22 +2t+u = e+a
r+y+t = a r+y+t = a
—y+z—t+u = b—2a —y+z—t+u =b—-2a
& —2t+3u = b+c—3a & —2t+3u = b+c—3a
—4t+6u = b+d—a 0 = —b+d—2c+5ba
—2t+3u = e+2b—3a 0 = b—c+e

On a donc un systéme de rang 3. Le systéme n’est compatible que si et seulement si a,b, c,d, e vérifie
0=-b+d—2c+5a,0=0b—c+e.
Dans le cas ou le systeme est compatible, on a deux paramétres t et u.

Exemple 1.6.3.

r—y—z+t—2u = —1 r—y—z2z+t—2u = -1
3 +2y+z+t—u-= 2 oy +4z—2t+du = 5
T+2y+2t+u = -3 & y+z+t+3u = -2
—2x+y—3z—t+bu = 0 —y—bz+t+u = -2
—r—3y+2z2+2u =5 —4y+z+t = 4
r—y—2z+t—2u = -1 r—y—z+t—2u = -1
—y—5z+t+u = -2 —y—bz+t+u = -2
& oy+4z—-2t+5u = 5 & —21z+3t+10u = -5
y+z+t+3u = -2 —14z+4t+6u = -8
—dy+z+t = 4 21z =3t —4u = 12

r—y—z+t—2u = -1

—y—95z+t+u = =2

= —21z+3t+10u = -5

6t —2u = —14

6y = 7

Le systéme est de rang 5 et n’a aucun de parameétre. L’unique solution se déduit en remontant le
systéme.

Exemple 1.6.4.

2c —by = 3 —rx+4y =1 —r+4y = 1
—z+4dy =1 & 3y = 5 & 3y = 5
3r—y = =2 11y = 1 0 = 52

Le systéme n’a aucune solution.
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1.6.2 Lien avec les chaines de Markov

Une chaine de Markov est un processus aléatoire (X, ), a temps discret a valeurs dans un ensemble
d’états E tel que pour tout n € N, on a

Vig, ... in—2,1,J,€ E,P(X;, = j| Xpn_1 =4, Xpn_2 =in_2,..., X0 = i0) = pij.

La probabilité p;; représente la probabilité de transition du processus vers ’état j sachant qu’il est
dans I’état 7. La loi de X,, est donnée par

Yk, P(X, = k) = P"r

oumw= (P(XO = 1), .. .,P(XO = Card(E))) et P= (Pij)ij-
Ci-dessous ’exemple d’une matrice de transition

12 0 1/2
P=|(o0 1/3 2/3
1/4 3/4 0

1.6.3 Lien avec les matrices d’adjacence

En mathématiques, une matrice d’adjacence pour un graph fini & n sommets est une matrice de
dimension n x n dont I’élément non-diagonal a;; est le nombre d’arétes liant le sommet 7 au sommet
j. L’élément diagonal a;; est le nombre de boucles au sommet 4.

Les matrices d’adjacence du graphe (non orienté) de gauche et du graphe (orienté) de
droite sont respectivement

01001000

110010 000O0O0OO0OT1@P0
101 0 1-0 00 0O0O0OO0OTOO® O

A 010100 B 00100010
001 0.1 1] 000O0O0OGO0ODO0OQ O
11010 0 11100000

0 00 100 000O0O0OGO0OO0OQ O

00 0O0O0OO0OT1@P0

©
:!30
O Ot Oan O

(a) graph non-orienté (b) graph orienté

FIGURE 1.1 — Matrices d’adjacence
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1.6.4 Lien avec les flashcode

Le code QR ou flashcode est un type de code-barres en deux dimensions (ou code matriciel data-
matrix) constitué de modules noirs disposés dans un carré a fond blanc. L’agencement de ces points
définit 'information que contient le code.

QR (abréviation de Quick Response) signifie que le contenu du code peut étre décodé rapidement
apres avoir été lu par un lecteur de code-barres, un téléphone mobile, un smartphone, ou encore une
webcam. Son avantage est de pouvoir stocker plus d’informations qu'un code a barres 1, et surtout
des données directement reconnues par des applications, permettant ainsi de déclencher facilement des
actions.

Il en existe de différents types : voir figure Les flashcode version 1 sont représentés par des
matrices du types suivants ou la croix centrale contient les informations a coder

—T7— 7= —T7—
1 1 1 0 0 1 ... 1
7 1 0 1 1 0 1
{ 1 1 0 0 1 1
T 0 0 1
@Ry = 7 « info —

3 0 0 1

) 1 ... 1

7 1 0 1

3 1 1
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[=]1 A [s]

. ™
E %- k .|_l
Version 1, 21x21, Version 2, 25x25, Version 3, 29x29,
10-25 caracteres. 20-47 caracteres. 35-77 caracteres.

Tl e T4 . ; 5
" o ‘n'.q. ).'* :h
-y Ay RIS AN

D WAL RS T
Ok Rt TEa S

T W Sk

Version 4, 33x33, Version 10, 57x57, Version 40, 177x177,
67-114 caracteres. 174-395 caracteres. 1 852-4 296 caracteres.

FIGURE 1.2 — Différents de flashcode
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Chapitre 2

Polynomes d’endomorphisme (4
séances)

2.1 Endomorphismes

Soit £ un K-espace vectoriel.

Définition 2.1.1 (endomorphisme). Un endomorphisme de E.est une application linéaire f de E
dans E dont on note mat(f)g la matrice associée. On note L(E) l’ensemble des endomorphismes de

E.

Exemple 2.1.2. Considérons les endomorphismes de K3 .décrits par les matrices suivantes

1 -2 0 1. =2 3 7 0 9
A=1|1 7 o|.,B=1T0 =2 0 |,c=[0 —2 1
0 0 1 0.0 =10 1 0 V2

Par définition, ua(z) = Az, etc. ..

Définition 2.1.3 (Sous-espace stable). Soient u € L(E) et F' un sous espace vectoriel de E. F' est
stable par u si w(F) C F. On définit alors l’endomorphisme induit par u sur F' comme

wp: F—F
x — u(x).

Proposition 2.1.1. Soit w € L(E) ou E est un espace vectoriel de dimension finie. Si F est un
sous-espace vectoriel, alors il existe une base B de E telle que u admet la réprésentation par bloc

mat(u)p = <1“; g) .

De plus, F' est stable par u < D est la matrice nulle. Dans ce cas, A est la matrice de [’endomorphisme
induit de u.

Exemple 2.1.4. Pour les endomorphismes de K3 décrits par les matrices précédentes, on peut iden-
tifier des sous-espaces stables. Notons

T 0
E = y|,z,y e Ky FEy= 0],zeK
0 z

15
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FEq et Ey sont stables par ua. Notons

x 0 0
Fy = 0], xreK},Fy= y|l,yeK ) F;3= 0],zeK
0 0 z

Fy, F5 et F3 sont stables par ug. Fs est stable par uc.

2.2 Valeur propre, vecteurs propres

Soit £ un K-espace vectoriel de dimension n.

Définition 2.2.1 (Valeur propre). \ € K est une valeur propre de l’endomorphisme u € L(E) signifie
qu’il existe x € E, tel que © # O et u(x) = A\x. x est appelé vecteur propre associé a .

Définition 2.2.2 (Vecteur propre). x € E est un vecteur propre de ’endomorphisme uw € L(E) signifie
que x # O et qu’il existe X € K, tel que u(x) = Az. X\ est appelé valeur propre associé a x.

Proposition 2.2.1. Pour une valeur propre, il y a une infinité de vecteurs propres (de la forme ux
pour p # 0). Pour un vecteur propre, il y a une unique valeur propre.

Démonstration. Soit A est une valeur propre de u € L(F). On note x un vecteur propre. Soit p € K
non nul. pz est aussi un vecteur propre de A puisque A\(uz) = u(A\r) = pu(x) = u(pz).

Si z un vecteur propre posséde deux valeurs propres distintces A1, Ag. Par définition, u(z) = Mz =
Xox. Clest a dire (A1 — A2)z =0 < A1 — Adg = 0 < A\ = A2 ce qui est absurde. O

Remarque 2.2.2. Un vecteur propre n’est jamais nul mais une valeur propre peut étre nulle.

Proposition 2.2.3. Soit u € L(E). X est une valeur propre de u < Ker(u —A\1d) # {0g} < u—A1d
n’est pas injective.

Démonstration. <1
S’il existe z € E, tel que = # O et u(x) = Az, alors = appartient & Ker(u — A1d). En effet, Ker(u —
AMd)={y € E,(u—A1Id)(y) =0} et (u— AId)(z) = 0. La réciproque est vraie.
2
~
Comme u et AId sont linéaires, w— \1d € L(E). Donc Ker(u — AId) = {0g} < u — A1Id est injective.
Donc la contraposée est vraie dans les deux sens. O

Définition 2.2.3 (Spectre). Le spectre d’un endomorphisme u dans K est l'ensemble des valeurs
propres de K de u. On le note Spg (u).

Définition 2.2.4 (Sous-espace propre). Le sous-espace propre d’un endomorphisme u pour la valeur
propre \ est l’ensemble Ker(u — AId) noté E(u, \).

Exemple 2.2.5. Considérons les endomorphismes de K> décrits par les matrices suivantes

1 -2 0 1 -2 3 70 9
A=[1 7 o].,B=[0 -2 0o |,c=]0 -2 1
0 0 1 0 0 =10 1 0 V2

Cherchons les valeurs propres de ua en résolvant

x x x—2y= A\ (1-=XNzx =2y (I1-=XNA=T)y=2y
Alyl =Myl e z+Ty=\y ¢ z=AN-"T)y S x=AN=-Ty
z z z= Az 1=Xouz=0 1=Aouz=0
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1-=N\=-7)=2 N —8A+9=0 A=Lz=y=0
s r=AN=-Ty S r=A=-Ty & ou
l1=Aouz=0 l1=Aouz=0 A=4+VT,2=0,2=A-T)y

Le spectre est donc Spg(ua) = {1,4 — /7,4 ++/T}. Trois vecteurs propres associés sont donc respec-

tivement
0\ [-3-VT\ [-3+V7
0], 1 , 1
1 0 0

Cherchons les valeurs propres de upg en résolvant

T T T—2y+3z2= Az (I-XNx—2y+32=0 A==2.2=0,3x—2y=0
Blyl=Xy]l & 2y=X\y S A=—20uy=0 S A=-10,y=0,11z+32=0
z z —10z = Az A=—10o0uz=0 A=1l,y=2z=0o0uxz=0

Le spectre est donc Spg(up) = {1, —2,—10}. Trois vecteurs propres associés sont donc respectivement

1\ /2 2
ol,[3].] o
0/ \o/ \=11

Cherchons les valeurs propres de uc en résolvant

x x Tr+ 92 = Az (7T—XNz=-9z (T—= N\ =V2)z = -9z
Clyl=MNy|le] 2y+z= &< z2=(A+2)y & y=z/(A+2)
z z T+v2z=\z r='(\—2)z r=(\—2)z

z2=0o0uX=7+V2+ /87— 142
& y=z/(A+2)
r=(\—v2)z

Le spectre est done Spg (uc) = {7T+V2+ /87 — 14v/2, 7+ /2 — /87 — 14y/2}. Deuz vecteurs propres

associés sont donc respectivement

74 V87 —14v/2 7 — /87 — 142
1 1
9+v2+/87-14v2 | 7 | 9+v2-V/87-1412
1 1

Proposition 2.2.4. Si A\i,..., )\, sont des valeurs propres distinctes de u, alors les sous-espaces
propres correspondants sont en somme directe.

Remarque 2.2.5. La somme de deuz espaces Fy et Fy est Fy + Fy = {uj + uz,u; € F1,uy € Fy}.
Des sous espaces vectoriels Fy et Fy de E sont en somme directe Fi & Fy lorsque Yuy € Fy,Yuy €
Fy,ui +ue = 0= u; =0 =mwug, F1NF, ={0g}, nimporte quelle base de F| + Fy peut s’écrire sous la
forme d’une base de Iy combinée & une base de F5.

Définition 2.2.6 (Valeur propre). A € K est une valeur propre de la matrice A € K"™*™ signifie qu’il
existe x € K", tel que @ # 0 et Ax = \x. x est appelé vecteur propre associé a A.

Définition 2.2.7 (Vecteur propre). & € K" est un vecteur propre de la matrice A € K"*™ signifie
que © # O et qu’il existe A € K, tel que Ax = Ax. )\ est appelé valeur propre associé a x.
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Proposition 2.2.6. Soit A € K"*" X\ est une valeur propre de A < Ker(uyg —A1d) # {0} & A—\I
n’est pas inversible.

Démonstration. Voir démo de la proposition [2.3.3] O

Remarque 2.2.7. Le spectre d’une matrice A est Spg(A) = Spg(ua). De méme, le sous-espace
propre est E(A,\) = E(ua, \) = Ker(uag — A1d).

2.3 Polynome caractéristique

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n.

Définition 2.3.1 (polynéme caractéristique). Le polyndme caractéristique d’un endomorphisme u €
L(E) est xu(z) = det(mat(u)p — xI) .
Le polyndéme caractéristique d’une matrice A € K"*™ est xa(z) = det (A — zI).

Remarque 2.3.1. Cette définition ne dépend pas du choiz de la base. Soient By et By de base de E.
On note P la matrice de passage, i.e. mat(u)p, = P~ mat(u)p,P. On a

det(mat(u)p, —xI) = det (Pi1 mat(u) g, P — 2P~ ' P) = det (Pil(ma‘c(u)B2 —zI)P)
= det (P™") det (mat(u) g, — 2I) det (P) = det (mat(u)p, — 2I) det (P~" x P) = det(mat(u)p, — zI).

Exemple 2.3.2. Considérons les endomorphismes de K> décrits par les matrices suivantes

1 -2 0 1 -2 3 7 0 9
A=|1 7 o],B=[0 -2 o0 |,c=]0 —2 1
0 0 1 0 0 —10 1 0 V2

On a

XN =det| 1 7-Xx 0 :(1—A)det<11A 7_2)\>:(1—)\)((1—)\)(7—)\)+2).

1—-A —2 3
Xug(N)=det| 0 —2-2) 0 = (1 =N (2+X)(10+ N).
0 0 —10— A
7T—A 0 9
- LT 9 YL - L
Xug (\) = det (1) —20—)\ f1_A - (/\+2)dt< s A) ()\+2)<(7 (V2= \) 9).

Proposition 2.3.2. Soit u € L(E) et E de dimension n. x, est un polynéme de degré n, donc u
possede au plus de n valeurs propres distinctes.

Proposition 2.3.3. Soit u € L(E). Les racines de x, dans K forme le spectre Spx(u) de u.
Soit A € K"*™. Les racines de xa dans K forme le spectre Spi(A) de A.

Démonstration.
ANeSpg(A) e JxeKx#0,Ax =z < (A—- X))z =0

< A — A\I non inversible < det (A — A\I) = 0 < ) racine de x 4.
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Exemple 2.3.3. Soit D la matrice (? Bl

xp(z) = 22 + 1, ainsi Spg(D) =0 et Spe(D) = {—i,i}.

). On distingue le spectre dans R ou dans C. En effet,

Proposition 2.3.4 (Formule de Newton). Soit A € K"*™. Le polynéme caractéristique est de degré
n et s’écrit
1

xA(r) = apx™ + a1z + -+ ap v +ap

avec la récurrence
ag = (—1)”, a1 = (—1)”71 TI‘(A), jaj = (—1)n7j TI‘(Aj) + sj—1a1 + -+ s165-1, S = TI'(Ak)
pour j = 1,...n. En particulier,

n—2Tr(A%) — Tr(A)?

ap = (—1)" a1 = (—1)" ' Tr(A),az = (—1) 5 ,ap, = det (A) .
De méme, pour u € L(E) avec A = matg(u).
Démonstration. Nécessite la définition d'un déterminant & ’aide des permutations. O
1 -2 0
Exemple 2.3.4. Pour A=|1 7 0],o0ona
0 0 1

det(A) =9,Tr(A) =9=ap=—1,a;1 =9,a3 =9.

Calculons A?.

-1 —16 0
A?=| 8 47 0| ,Tr(A?%) =47 =2ay = Tr(A?) — Tr(A)a; = Tr(A?) — Tr(A)? = ay = —17.
0o 0 1

Vérifions le polynome caractéristique.

l—2 -2 0

xalz) = 1 7—-2 0 :(l—x)‘
0 0 l—=x
_ 2 (3 a2 _ .3 2 _

= 2°—8x+9— (2° —8zx* 4 9x) = 4+ 9 1Tz + 9 .

ago ai as a3

1l—2o =2

L g = (=) (T - 2) +2) = (1-2)(2* — 8 +9)

Proposition 2.3.5. — Deux matrices semblables ont le méme polynome caractéristique.
— Une matrice et sa transposée ont le méme polyndéme caractéristique.

Démonstration. —

det (A — 2I) = det (P"'BP — zP ' P) = det (P ") det (B — zI) det (P) = det (B — zI).

det (AT — 2I) = det (AT — 2I") = det ((A — I)") = det (A — zI).
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Proposition 2.3.6. Soient E un K-espace vectoriel et uw € L(E). Si E est décomposable en somme
P

directe E = @ E; avec E; stable pour u, alors
i=1

vul@) = [ [ s, @),
=1

ou u|g, est la restriction de u a E;.

Théoréme 2.3.7 (Cayley-Hamilton). Soient E un K-espace vectoriel. Si u € L(E) alors x, est un
polynome annulateur de u, i.e. xu(u) = 0.

Démonstration. Notons n = dim(F) et u € L(E). (1)
Supposons qu’il existe z # O tel que z, u(z), . .., u" ! (z) soient linéairement indépendants, ils forment
une base b de E. De plus u"(z) € E peut étre écrit comme

u”(l') = agx + alu(:v) + -+ anflun_l(l‘).

Notons P le polynéme P(X) =ag+ a1 X + -+ a, 1 X" ' — X" On a P(u)(z) = 0. Comme

u(®) u?(z) u?(x)
U = ‘ _ ’
un—l(x) u"(x) apx + alu(x) +. .4 anflun_l(l‘)
la matrice de u s’écrit

0 0 . a
1 0 0Oo. . 0 ai
mat(u) = 0 :

: © Qn-3

00 ... 1 0 ap_9

0 1 ap—

Donc le polynome caractéristique au point x vaut

—T 0 e aq
1 —x O 0 ai
Xiaty (u)(%) = det (mat(u) —21,) = | 0
. an—3
0 o ... 1 -z Ap—9
0 e 1 ap1—=x

Sans changer la valeur du déterminant, on ajoute a la premiere ligne la combinaison des autres lignes

suivante 2Ly + 22L3 + - - + 2" ' L,,. Du coup, la premiere colonne devient 0,...,0, P(u)(x). Ainsi
0 O . P(u)(x)
1 -z 0 . 0 ay
Xma (@)= (0 = ()" P(u)(2) = 0.
. ’ an—3
o o0 ... 1 -z Ap—2
0 .. 1 ap1—=x
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Comme pour tout i, P(u)(u’(z)) = u'(P(u)(z)) = u*(0) = 0 par linéarité de u, on a P(u)(u) est le
polynéme nul puisque

P(u)(ag + au(z) + - + ap_qu™ (z) — u"(z)) = Y a;P(u)(u'(x)) = 0.
i=1

2)
On a fait ’hypothese que les vecteurs z, u(z), ..., u" !(z) engendrent E. Choisissons seulement le
plus grand entier k tel que x, u(x), ..., u*~1(z) soit un systéme libre. Cet entier est au moins égale & 1
et existe car E est de dimension fini. Notons F = vect(z, u(z),...,u* (z)). On a donc la restriction
ujp de u a F' vérifie up : F'— F. Complétons z, u(z), ..., uF~1(x) par bpy1,...,b, pour obtenir une
base b de E. Tres logiquement u(uP(x)) = uPt(z) = 1 x uPT(2) 4+ 0bjyq +- - - +0b, pour 0 < p < k—2.
De plus, u* (x) peut s’écrire comme une combinaison linéaire de = puisque u est linéaire et les vecteurs
u(z), ..., uP~1(x) sont libres. Donc la matrice de u est du type

man(u) = () = e =dec (17, G ) e

—xly g

Etudions x,(u) = XU‘F(U)Q(’UJ) D’apres la premiere partie, on a x,(u) = 0 application nulle. Donc
Xuy (U|p) est encore I'application nulle et xy(u;r) = 0. De plus, xu(up\r) = 0.
[

Proposition 2.3.8. Si le polynome caractérisable est scindé dans K, c’est a dire

pour des valeurs propres distinctes \; de multiplicité m; € N* | alors les sous-espaces propres E(u, \;) =
Ker(u — A\; Id) sont en somme directe

p

P Ew ) CE,

=1

mais n’engendre pas forcément E (puisque 1 < dim(FE(u, A;)) < m;). Les sous-espaces propres E(u, \;)
sont stables par u. De plus, le déterminant et la trace valent

P P
det (mat(u)p) = H A, Tr(mat(u)g) = Zm’)‘l
i=1 i=1
Démonstration. Montrons par récurrence que les sous-espaces propre sont en somme directe pour n =
{1,...,p}. Lorsque n = 1, c’est évident. Supposons que cela soit vérifié pour n — 1. Soit v; € E(u, A1),
«v vy Up € E(u, \y). Montrons que v1 + - - - + v, = 0 entraine v; = 0 pour i = 1,...,n. On a
v1+ v =0 (2.1)

2.1) = u(vr + -+ +v,) =u(0) = M1+ -+ A, =0
2.1) = A1 + -+ Aqv, =0

Par ’hypothese de récurrence, chaque terme est nul (A; — A,)v; = 0. Comme \; # A, (distinction des

valeurs propres), v; = 0 pour @ < n — 1. Donc v, = 0. Autrement dit la propriété est vérifiée pour n.

= ()\1—)\n)v1+‘ . '+()\n_1—)\n)vn_1 =0
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Choisissons une valeur propre \; et E; = E(u, A;). Montrons que d = dim(E;) < m;. Considérons

une base (vy,...,v4) de E; que 'on complete pour obtenir une base b de E. Notons A = maty(u). A
est bloc triangulaire
_ (diag(y) B
a= (MY 2),

ou diag(A;) est de dimension d. Ainsi
det (A — z1I,,) = det (diag(\;) — 21y) det (C' — xI,_q) = (\; — )%det (C — z1,,_q) .

Ainsi A; est bien une valeur propre. Comme det (C' — x1,,_4) est un polynéme caractéristique d’un
endomorphisme sur un espace de dimension n —d donc de degré n —d, A; est au moins de multiplicité
d, i.e. m; > d.

O

Proposition 2.3.9. Soit A € K"*™. Si det(A) # 0 (i.e. A est inversible), la matrice inverse s’écrit

— —C — —Cn—1 - —C1
A L= pn-l Tl A2y
o o det(A)
ou le polynome caractéristique s’écrit x a(z) =Y 1", c;xt et cg, ..., cy ses coefficients.

Démonstration. Par le théoreme de Cayley-Hamilton, on peut calculer I'inverse d’une matrice A. En
effet, x4 est un polynéme annulateur, i.e. y4(A) = 0. Comme ¢y = det (A) # 0, on a

A"+ 1AV 4t A+l =04 A <_CC”A”‘1 + %AH ot _cclIn) =1I,
0 0 0

11 suffit de lire le terme droite comme A", O

Exemple 2.3.5. Soit A la matrice
A=|1 -1 0

Onaxa(r)=—-1+z)?—(1+2)+(1+x)=—(1+2)3 Ainsi
(I+AP=0cT+3A+3A*+ A°=0< A= -3 -34 - A%

En appliquant directement la formule on a

-1 -1 -1
det(A) = —1, xa(z)=—(2®+32°+3z+1), A7' = —1(—1)A2 + —1(—3)A + —1(—3)I.
On trouve donc
1 -2 =2 1 -2 =2 -1 1 1 1 00 -1 -1 -1
A’=|-—2 2 1],At=—|-2 2 1]|-3l1 -1 0]-{010)]=|-1 —2 -1
2 -1 0 2 -1 0 -1 0 -1 0 01 1 1 0
On peut vérifier par la méthode du déterminant ce résultat
. 1 4+1 -1\ /-1 -1 -1
-1
= +1 2 -1| =[-1 -2 -1
det(A) \ 1 1 ¢ 1 1 0
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Proposition 2.3.10. Soit A € K"*". Pour p € N, AP s’écrit simplement par AP = R(A) ou R(x)
est le polynome déterminé comme le reste de la division euclidienne de xP par x a.

Démonstration. Le polynome xP peut s’écrire en fonction du polyndme caractéristique x 4 de la forme
2P = xa(x)Q(z)+ R(x) ou R est le reste de la division euclidienne (deg(R) < deg(xa)) et @ le quotient
de la division euclidienne. Ainsi, la puissance de A s’écrit simplement par

AP = R(A)
O
Exemple 2.3.6. Soit A la matrice
2 0 4
A=|3 —4 12
1 -2 5
On a xa(x) = —x(x — 1)(x — 2). Le reste de la division euclidienne de zP_par xa est de degré 2. On

cherche R(z) = ax? + bx + c¢. Comme 2P = x a(2)Q(x) + R(x) et pour ne pas calculer le polynéme Q,
on évalue le polynéme xP aux valeurs propres afin de d’annuler le premier terme. Ainsi, on a

z=0=c=0,
r=1=>1=a+b+c
r=2= 2P =4a+ 2b+-c.

Donc R(z) = (271 — 1)2? + (2 — 2P~ Yz, Ainsi pour p € N,

AP = (2071~ DA? + (2 -2 A,

2.4 Endomorphisme diagonalisable

Définition 2.4.1 (Endomorphisme diagonalisable). Un endomorphisme u € L(E) est diagonalisable
si E est une somme directe de sous-espaces propres de u.

Proposition 2.4.1. u est diagonalisable.
& FE admet une base de vecteurs propres de u.
< FE admet une base dans laquelle la matrice de u est diagonale.
& Yy est scindé dans K™ et que chaque sous-espace propre a pour dimension la multiplicité de la
valeur propre associée.

P
< u admet des sous-espaces propres E; en somme directe tels que dim(E) = ) dim(E;).
i=1

Démonstration. (1) = (2) On choisit dans chaque sous-espaces propres E(u,\) une base ey. La
réunion de ces bases (ex)aesp(u) st une base de E car £ = @Aesp(u) E(u, \). Par définition,
tous les vecteurs de la base e) sont nécessairement des vecteurs propres de u dans E puisqu’ils
appartiennent a Ker(u — A1d).

(2) = (3) Soit B = (ey,...,e,) une base de vecteurs propres de u. Autrement dit pour tout
i=1,...,n, u(e;) = M\ie; (méme si \; peuvent étre égaux suivant la multiplicité des valeurs
propres). Dans cette base, mat(u)p = diag(A1,..., A\p).

*. polynéme qui peut s’écrire comme produit de polynémes du premier degré dans K.
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(3) = (4) Notons Ap,..., A, les valeurs distinctes de u avec p < n. Par hypothese,
A0
0o . . de taille m;
A1
mat(u)p =
A 0
de taille m,, 0
Ap

pour une base B de E. Donc

Xu(l') = det (mat(u)B — x_[) — H()\Z _ x)mz
=1

Ce polynome est bien scindé sur K. On sait que dim(E(u, A;)) < m;. Dans la base B, il existe
m; vecteurs e;1,...,€;m, tels que u(e; ) = Aie;j k. Ils sont donc dans le sous espace propre
associé a \; et libres. Donc dim(E(u, A;)) > m;, ainsi my = dim(E(u, \;)).

(4) = (5) Les sous-espaces propres de chaque valeur propre sont en somme directe puisque la
matrice de u est représentable par une matrice diagonale. Montrons que E = @ A€Sp(u) E(u,\).
Par hypothese, m; = dim(E(u, \;)) et xo = [[1_3 (XN —2)™. Ainsi

dim (@ E(u, m) = dim(E(u, Ai) = Y m; = deg(xu) = n = dim(E).
=1 =1 =1

(5) = (1) Les sous-espaces propres [; sont en somme directe puisqu’ils correspondent & des valeurs
propres différentes. En effet, poura € E; et y € Ej pour i # j, on a u(z) = \iz et u(y) = \jy.

s+y=0=ulz+y) =ul0) e Nz+\y=0
Si A; =0, alors y = 0 donc = 0. Sinon
x = Xj(=y/M)
Donc x € E; N Ej.

{Zgiiiiﬁ S Oy = Az =0

Si x #0, z est un vecteur propre et A; = \;. (impossible) Donc z = 0 = y. De plus, dim(E) =
O
Exemple 2.4.2. Pour les matrices A, B et C précédentes, on a

XusN) = 1= N1 =T =N +2) =1 =N\ —4— V(A —4+ V7).

Xug(A) = (L= A)(24+ X)(10+ N).

Xuc(A) = —(A+2) ((7—A)(W—A)—9) =-(A+2) <A—7—\/§i\/m).
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Comme les valeurs propres sont distinctes, elles sont toutes de multiplicité 1 donc [’espace propre
associé est aussi de dimension 1. Donc les matrices A, B et C sont diagonalisables.

Pour la matrice D = (? _01>, Xp(A) = (A —1i)(A+1i). Ainsi D est diagonalisable dans C sous
(s (1 ).
0 —i T =1

Proposition 2.4.2. Tout endomorphisme dont le polynome caractéristique est scindé et n’a que des
racines simples est diagonalisable et ses sous-espaces propres sont de dimension 1.

la forme

mais pas dans R.

Démonstration. Immédiat. O

Exemple 2.4.3 (Homothétie). Une matrice d’homothétie de ratio k s’écrit sous la forme

E 0
H= |y .
k
Son polynéome caractéristique est xg(A) = (k—N)". C’est déja une matrice diagonale et le sous-espace
associé est K™ !

Exemple 2.4.4 (Projection). Soit Fy le sous-espace de prajection, tel que 0 < n; = dim(F;) <
dim(F) = n. Notons u la projection de E sur Ey. Par-définition d’une projection w(E1) = Ej et
u(Ei) = 0. Autrement dit Ey est stable par u. Donc il existe une base telle que

mat(u)p — <Igl g) .

Ainsi xu(r) = det(mat(u)p — zl,) = (I =)™z ™. Donc Sp(u) = {0,1}. On a E(u,1) = E; et
E(u,0) = E{. Comme u(Ey) = Ei, dim(E(u,1)) = ni. Comme les sous-espaces propres associés
a des waleurs propres différentes (en 'occurence 1 et 0) sont en somme directe, on a dim(E{) =
dim(F) — dim(Ey) =n — ny. Donc u est diagonalisable.

Exemple 2.4.5 (Symétrie). Soit A la matrice d’une symétrie. Par définition A% = I, donc det (A2) =
1 et A est inversible. Comme x4 est un polynome annulateur et (A —I)(A+ 1) =0, on a xa(x)
est divisible par'x — 1 et x + 1. Donc les deux valeurs propres sont 1 et -1 et ny la multiplicité de 1 :
xa(z) = (x —1)™ (z+ 1) ™. On retrouve la stabilité sur les sous-espaces : pour tout x € E(A,1),
Az = x et pour tout x € E(A,—1), Az = —z. On peut représenter la symétrie par rapport ¢ E(A,1)

parallélement o E(A,—1) par
(I, ©
mat(u)p = ( 0 In1> .

La matrice est diagonale donc une symétrie est bien diagonalisable.

Proposition 2.4.3. Une matrice réelle symétrique M est diagonalisable dans une base orthornormée
telle que la matrice de passage P de la base canonique & cette base soit orthogonale, i.e. M = PDPT.
Démonstration. On procede de la manieére suivante :

1. une matrice réelle symétrique admet au moins une valeur propre réelle.

2. le polynome caractéristique est scindé sur R.
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3. un endomorphisme symétrique est représenté par une matrice symétrique dans une certaine
base pour un espace vectoriel euclédien.

4. un endomorphisme symétrique admet un vecteur propre.

5. les vecteurs propres associées a des valeurs propres d’un endomorphisme symétrique sont or-
thogonaux.

6. I'orthogonal d’un sous espace vectoriel est stable par un endomorphisme symétrique.

7. pour tout espace vectoriel euclédien, il existe une base orthornormée de vecteurs propres d’'un
endomorphisme symétrique.

8. tout endomorphisme symétrique est diagonalisable et la matrice de changement de base est
orthogonale.
1.
Une matrice réelle symétrique M € R™*" vérifie M7 = M. Comme R"*" c C™*, on peut considérer
M comme une matrice complexe. Comme tout polynome peut étre scindé sur C, x s est scindé sur
C. Soit A une de ses racines et v un de ses vecteurs propres. On a par conjugaison

Muv=Xv=Mv=XMv< MU=\
Comme M € R™" M = M, on a MT = A\, i.e. U est un vecteur propre associé & \. De plus,

@ T Mv = ()" v = \@)Tv
{ @) Mv = (Mv)"v =) v = AX®)"v

Comme v # 0, (v)Tv = ||v]|? # 0 et A = X\. Autrement dit A est bien une valeur propre réelle.

2.
Le raisonnement précédent est valable pour toute valeur propre : M a toutes ses valeurs propres
réelles, donc yas est scindé sur R.

3.
On dit qu’un endomorphisme u sur un espace F est symétrique par rapport une application bilinéaire
symétrique f : E x E + R (i.e. un produit scalaire) lorsque Vz,y € E, f(u(z),y) = f(y,u(z)). Pour
un espace vectoriel F de dimension finie, f est représentable par une matrice P. L’égalité précédent
revient & P x mat(u) = mat(u)” x P. Pour un espace vectoriel euclédien, il existe une base orthonormée
P =] et donc mat(u) = mat(u)” est symétrique.

4.
Comme mat(u) est une matrice symétrique, il existe une valeur propre et donc un vecteur propre.

5.
Soient A, i deux valeurs propres distinctes et vy, v, des vecteurs propres associées. On a par bilinéarité
du produit scalaire

< u(vy), uy >=< Avy, Uy >= A < vy, Uy > .

Comme u est symétrique par rapport a < .,. >, on a
< u(vy), uy >=< vy, u(uy) >=< vy, gy, >= < Uy, Uy > .
Autrement dit les vecteurs sont orthogonaux

A< U, Uy S>= 1 < Uy, Uy >
{ At A =< vy, uy, >=0.

AF

6.
Soient F' C E un sous espace vectoriel et © un endomorphisme symétrique. Comme F est euclédien,
F @ Ft =FE. Soit z € u(F1). 1l existe donc x € F*, tel que z = u(y). On a pour z € F

<z, z>=<z,u(y) >=<u(z),y >
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Or y € F+ et u(x) € u(F) C F par stabilité. Donc < u(z),y >=0=<x,2z > et z = u(y) € F*.

7.
Soit n = dim(FE). Si n =1 c’est évident. Pour n > 1, supposons la propriété soit vraie pour n. Soit E
un espace de dimension n + 1. Il existe un vecteur propre z de valeur propre A. L’ensemble vect(z) =
{rz,r € R} est un sous espace vectoriel stable par u (en effet u(rx) = ru(x) = rAx € vect(z)). Donc
H = vect(z)’ est aussi stable par u et vect(z) ® H = E. vect(x) est de dimension 1 donc H de

dimension n. Par récurrence, il existe une base b = (e, ..., e,) orthogonale sur H formée de vecteurs
propres. La base b/ = (e1,...,en,z/||z||) est une base de E orthonormée puisque e; € H = vect(z)*
donc z L e; pour tout i =1,...,n.

8.

D’une part une condition nécessaire et suffisante pour que w soit symétrique est que maty(u) soit
symétrique et une base b orthornormée. D’autre part tout endomorphisme symétrique dans un espace
euclédien est diagonalisable dans une base orthornormée de vecteurs propres. Enfin la matrice de
passage de la base canonique & b est orthogonale. Donc on a maty(u) est diagonalisable avec une
matrice de passage canonique. ]

2.5 Diagonalisation de matrices

En application de la proposition [2.4.1) on procede de la maniére suivante pour diagonaliser la
matrice A :

1. Calculer le polynéme caractéristique x4
2. Si x4 est scindé dans K, alors
(a) Déterminer les sous-espaces propres E(A, \) pour A € Spi(A).
(b) Si pour tout A € Spg(A), dim(E(A,\)) =m(A), alors A est diagonalisable. Ainsi

A=PDP '« D=P AP,

ot D est une matrice diagonale formée des valeurs propres (répétée suivant leur multiplicité)
et P est formée des vecteurs propres associées (dans le méme ordre).

(c) Sinon, i.e. INg € Spg(A), dim(E(A, \)) < m(Ao), alors A n’est pas diagonalisable.

3. Si x4 n’est pas scindé dans K, alors A n’est pas diagonalisable.

Exemple 2.5.1. Considérons la matrice

3
A=|8
)

S = O

0
0
1
On en déduit facilement que xa(z) = (3 —x)(4 —z)(1 — x). C’est un polynome scindé dans R et les

trois valeurs propres sont disctinctes, Spr(A) = {3,4,1}. Donc A est diagonalisable. Cherchons des
vecteurs propres. Pour la valeur propre 4, on a

3r = 4x z=0
r+4dy=4y &< y=y
or + 2z =4z z=0
0 2
Donc un vecteur propre est vy = | 1|. De méme, on trouve des vecteurs propres vs = | —16 | et
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0
vi=|0]. Ainsi
1
300 2 00
D=0 4 0],P=|-16 1 0
0 01 5 01
On peut calculer P~ & laide des déterminants
) 1 —(-16) =5 } 1 00 1/2 0 0
det(P)=2,P,= [0 2 0 |.,Pob=116 2 0|=P'=| 8 10
0 0 2 -5 0 2 -5/2 0 1
Remarquons que l’on peut aussi choisir un ordre des valeurs propres et obtenir
100 0 2 0
D=0 3 0}],P=]|0 —-16 1
0 0 4 1 5 0
Exemple 2.5.2. Considérons la matrice symétrique
111
M=11 1.1
1 11
Calculons x s
1—x 1 1 1—2z 1 1 l—a 1 1
xm(z)=1| 1 l—z 1 |=] 2 ~z 0|=2* 1 —1 0]|=2*3-2).
1 1 11—z T 0 —z 1 0 -1
Donc Spr(M) ={0,3}. Cherchons les vecteurs propres de 0.
T 1 1
{x+y+z:0 & |y | € vect -11,1 0
z 0 —1
Cherchons les vecteurs propres de 3.
r+y+z2=3z —2x4+y+2=0 R T 1
r+Hy+z2=3y &< =y {x: < |y | € vect 1
T+y+z=23z 0=0 =Y 2 1

On peut utiliser la matrice de passage suivante mais les vecteurs ne sont par orthonormés

1 1 1
P=|-1 0 1
0 -1 1

On choisit vy = (1,—1,0)/v/2. On cherche un vecteur unitaire orthogonal d v, i.e. vérifiant x —y =0
en plus de x +y + 2z = 0. On choisit v = (1,1,—2)/v/6. Enfin on choisit v3 = (1,1,1)//3. On a une
décomposition suivante

00 0 1/vV2  1/V6 1/V3 1/V2 —-1/V2 0
D=0 o0 0|, P=|-1/v2 1/v6 1/V3|, P '=P"=[1//6 1/V6 —2/V6
00 3 0 —2/V6 1/V3 1/vV3 1/V/3  1/V3
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2.6 Trigonalisation de matrices

Définition 2.6.1 (Endomorphisme trigonalisable). Un endomorphisme u € L(E) est trigonalisable
signifie qu’il existe une base de E dans laquelle la matrice de u est triangulaire.

Remarque 2.6.1. On choisit en général une matrice triangulaire supérieure pour la base b = (by, ..., by).
Mais il suffit d’utiliser b’ = (b, ...,b1) pour obtenir une matrice triangulaire inférieure.

Théoréme 2.6.2. Pour u € L(E), u est trigonalisable si et seulement si x, est scindé dans K.
Remarque 2.6.3. Si K = C, alors tout endomorphisme est trigonalisable.

En application de la proposition [2.4.1] et du théoréme [2.6.2] on procéde de la maniére suivante
pour diagonaliser la matrice A :

1. Calculer le polyndéme caractéristique x4

2. Si x4 est scindé dans K, alors
(a) Déterminer les valeurs propres A € Spi(A) et les sous-espaces propres F(A, \).
(b) Si pour tout A € Spk(A), dim(E(A, X)) = m()), alors A est diagonalisable. Ainsi

A=PDP ' D=P'AP,
ot D est une matrice diagonale formée des valeurs propres \; (répétée suivant leur multi-

plicité) et P est formée des vecteurs propres C; associées (dans le méme ordre) a A;.

(c¢) Sinon A n’est que trigonalisable.
— On répete la procédure suivante n — 1 fois.

i. On choisit une valeur propre A; € Spr(A).

ii. Déterminer le vecteur propre Cj € Ker(ugq — A1d).

iii. Compléter C] pour obtenir une base b = (C1,C%,...,C}) dans laquelle
A1
(ua) "
maty, (ug) =
! . A1
0

iv. Le polynéme caractéristique de A est x4, (x) = xa(x)/(A1 — x).
v. On réitere avec Aj.

— On obtient une base C1,Cy,...,Cp_1,C} telle que mat(u) est triangulaire. La matrice
de passage P est obtenue par expression des C; dans la base canonique.

3. Si xam’est pas scindé dans K (seulement possible si K = R), alors A n’est ni diagonalisable ni
trigonalisable.

Exemple 2.6.2. Soit la matrice suivante A

-2 -1 2
A=|-15 -6 11
—-14 -6 11
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Le polynome vaut

—2—-z -1 2 1—-2z —1 2 l—2 -1 2
xalz) = -5 —6-—z 11 |=| 1 —6—2 11 |=|-142 —=z x
—14 —6 11 -2 2—-2z —6 11 —= 2—-2x —6 1l—=z
l—e —1 0 - - -1+ -
= |-142 -z -z |=(1-2x) +1‘
29— 9% 6 —1—u 6 1-2z 2 -2z 1—=2

= (1-2)(z+2*—6z)+ (-1+2)(~1—2)+2z2(1—2)
= 1-2)@?*—br+r+14+20)=0—-2)(2®>-2x+1)=(1—=2)>

x
Comme xa(r) = (1 —x)3, Spg(A) = {1}. Cherchons un vecteur propre |y | associé a la valeur
z
propre 1 :
—2r—y+2z==x —3dx+2z=y _
15z —6y+1lz=y << —150—T(-3z+22)+11z=0 = { 25’”;422_20_y
—14z — 6y + 11z =z —14x — 6(—3z +22) + 102 =0 N

A n’est pas diagonalisable car le sous espace propre BE(A,1) est de dimension 1 (seulement). Donc

Cy = (1 1 2)T (= e1 + ea +2e3) est un vecteur propre. Dans la-base by = (C1, ez, e3) formée a laide
des vecteurs canoniques de R3, A s’écrit

1 -1 2
maty, (ua) =10 =5 9],
0 —4 7

car ua(Cr) = ACY) = C1, uag(ez) = Aeg = —e1 — beg — 6e3 = —C'1 — Heg — des et uy(ez) = Aeg =
2e1 + 1leg + 1leg = 2C + 9es + Tes.-On pose Ay la partie basse. Son polynéome caractéristique est

Xa @)= (1-2)P/(1-2)=(1-x)

Cherchons un vecteur propre <‘;> pour la valeur propre 1.

{ -5z +9y == o2 =3y

—Adx+Ty=y

Donc Cy = (= 3eq + 2e3) est le deuziéme vecteur considéré. Ainsi bo = (C1,Ca,e3) est une base

N W O

dans laquelle
1 1 2
maty, (ua) =0 1 3],
0 0 1
car ua(Ch) = C1, ua(C3) = maty, (ua)es = 2C1 + 9es + Tez = 2C + 3Cs + e3,

1
UA(CQ) = maty, (UA)CQ = |3 =C1+3ey+ 2e3 = C1 + Oy,
2
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Ainst A est semblable o la matrice

1 2 100 1 0 0
T=10 3| aveeP=1{1 3 0|, P'=|-1/3 1/3 0].
0 1 2 2 1 —4/3 —2/3 1

On peut vérifier que PTP~' = A. En effet, on a

O R K

11 2 1 0 0 -2 -1 2
PTP'=|1 4 11| |-1/3 1/3 0o|=(-15 -6 11| =A.
2 2 1) \—4/3 —2/3 1 —14 —6 11



Chapitre 3

Applications de la diagonalisation et de
la trigonalisation (1 séance)

3.1 Calcul de puissance

Proposition 3.1.1. Soit A € K™". Si A est diagonalisable, i.e. 3D € K™, A = PDP~! alors
A™ = PD™P~! pour m € N. Si de plus A est inversible (0 n’est pas valeur propre), alors A™ =
PD™P~! pour m € 7.

Démonstration. Si A est diagonalisable, alors il existe D diagonale et P inversible telle que
A=PDP ' D=P'AP.

Donc
A’=PDP 'PDP'=PD?’P! ... ,A"=PD"P!,

pour n € N. Notons que D" se calcule facilement en prenant la puissance des termes de la diagonale.
Si de plus A est inversible (0 n’est pas valeur propre), alors A” = PD"P~! pour n € Z. O

Exemple 3.1.1. Considérons-la matrice

3
A=1[8
)

S = O

0
0
1

Dans le chapitre précédent, on a vu que A est diagonalisable avec

300 2 00 1/2 0 1
D=0 4 0|, P=|-16 1 0|, P'=| 8 1 0
001 5 0 1 -5/2 0 0
Ainsi
3" 0 0 2x3" 0 0 3n 0 0
A"=Px |0 4" 0| xP'=[-16x3" 4" 0| xP'=|84"-3") 4" 0],
0 0 1 5x3" 0 1 5/2(3" —1) 0 1
pour n € 7.

32
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Proposition 3.1.2. Soit A € K™". Si A est trigonalisable, i.e. 3T € K", A = PTP~! avec
T =D+ T7, alors lorsque D et T commutent, on a

(n—1)Am
A" =P | D"+
1

kz:: (7;) DRtk | pL

pour m € N, (n —1) Am = min(n — 1, m).

Démonstration. T se décompose en T = D +T ot D est la matrice diagonale avec juste les éléments
diagonaux de T et T = T — D est la matrice supérieure avec des zéros sur la diagonale. T'" est une
matrice nilpotente puisque (T)" = 0. Donc

m (n—1)Am

m _ +ym _ M\ ym—k (b _ M\ ym—k gtk
T = (D +TY) —Z<k>D (THr= > <k>D (TH)".
k=0 k=0
Ainsi
(n—1)Am m
A" =P m—k (qn+\k 71.
> <k>D (TH* | P
k=0
O
Exemple 3.1.2. Soit la matrice suivante A
-2 -1 2
A=|-15 —6 11
—-14 -6 11
On sait que A est semblable a la matrice
1 1 2 1 0 0 1 0 0
T=1|0 1 3] aveeP=1{(1 2 o|,P'=(-1/3 1/3 0
001 2 3 1 —4/3 —2/3 1
De plus,
100 01 2
T=1(0 1 0]+(0 0 3
0 01 000
D T+
0 0 3
Ona(TTY=0,D*=D=Tet(T")?=|(0 0 0. Donc pour m>2
0 00

m 2\ ok ek k) p-1 o omm—=1) o\ 51
A" =P (Y CED™ TN | P :P<I+mT +2(T))P

1 m 1 m 3m?/2+m/2
A"=P|0 1 3m Pp1l=pPl0o 1 3m p!
0 0 0 0
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3.2 Calcul d’exponentielle

Définition 3.2.1 (Exponentielle de matrice). Pour une matrice A € K"*", ['exponentielle de la
matrice A est définie par la série suivante

A" A?
A_E: _
e = F_I+A+§+"‘

n>0

Proposition 3.2.1. Sous réserve que A et B commutent, I’exponentielle de matrice transforme les

sommes en produit
A+B A_ B

e =e Xe
Démonstration.
™ 1 & m!
A+B _ m—k pk k m—k
e = — = — A""B B MA
S =S () =B S Lty
m>0 m>0 k=0 k>0 m>k
Bk Amfk A] A E
- - 7Z(m k)!:ZFZJv_e [ ©
k>0 m>k k>0 §>0
O
Proposition 3.2.2. Soit A € K"*". Si A est diagonalisable, on a
A _ PeDPfl
ou Uexponentielle eP se calcule en prenant ezponentielle des termes de sa diagonale.
Démonstration.
pPD"pP! D"
A _ A D~ -1 _ p.Dp-1
e _Z‘n! =P Zn! P l=pPpL
n>0 n>0
O

Exemple 3.2.2. Considérons la matrice

3
A= |8
)

S = O

0
0
1

Dans le chapitre précédent, on a vu que A est diagonalisable avec

300 2 00 1/2 0 1
D=|04 0|, P=|-16 1 0|, P'=[ 8 1
00 1 5 01 —5/2 0 0
Ainsi
e 0 0 e3 0 0
eA=Px [0 et 0] xPl=|8(t—e e :
0 0 1 5/2(e3—¢) 0 e

pour n € 7.
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Proposition 3.2.3. Soit A € K™". Si A est trigonalisable, i.e. 3T € K", A = PTP~! avec
T =D+ T7, alors lorsque D et T commutent, on a

n—1
T+ k
eA:P<eD>< (T7) )P_l.

!
— k!

pour m € N.

Démonstration. T se décompose en T = D+T ot D est la matrice diagonale avec juste les éléments
diagonaux de T' et T = T — D est la matrice supérieure avec des zéros sur la diagonale.

A" prmp-! ™"

A _ el + £ 5 4 1 T p-1

e E = E ] =P g !P = Pe" P .
m2>0 m>0 m>0

+
Or eT =eT el donc

n—1
e = peP (Z(T+)k> P

k=0

Exemple 3.2.3. Soit la matrice suivante A

-2 =12
A=|-15 -6 11
—14 —6 11

De plus, on sait que

1 00 01 2 00 3
D=0 1 0|, 7 =(0 0 3|, (T™?>=(0 0 0
0.0 1 000 000
Donc
2 (T—i-)k
exp(A) = P eDXZ o p1
k=0 '
exp(l) 0 0 100 01 2 0 0 3/2
= P| 0 exp(l) 0 01 0]l+|0 0 3|+[0 0 0 p!
0 0 exp(l) 00 1 000 00 0
exp(1) 0 0 11 7/2 e e T/2
= P| 0 exp(l) O 01 3 |P'=P|0 e 3 |P!
0 0 exp(1) 0 0 1 0 0 e



CHAPITRE 3. APPLICATION DE LA DIA(TRI)GONALISATION 36

3.3 Systemes différentiels linéaires

Définition 3.3.1 (Equation différentielle (ordre 1)). Une équation différentielle est une équation pour
une fonction y : R — R vérifiant une équation de la forme F(x,y,y"). Trés souvent la fonction F est
linéaire, ainsi l’'équation s’écrit sous la forme
ary' () + agy(z) = b(x).

L’équation sans second membre correspond a a1y’ (x) + agy(x) = 0.
Définition 3.3.2 (Systéme linéaire d’équations différentielles (ordre 1)). Un systéme linéaire d’équations
différentielles s’écrit

Y1 (x) = anyi(x) + - + ainyn(z) + b1(2)

Yo(z) = a21y1(x) + - + a2nyn(v) + ba(2)

Y (2) = ana (@) + -+ Gunyn(@) + bn(2)

ol Y1,---,Yn : R —= R sont des fonctions différentiables et by,..., b, : R — R sont des fonctions
continues. Le systéme s’écrit de maniére matricelle
Y'(z) = AY (z) + B(x) (3.1)
ot les vecteurs et les matrices sont donnés par
y1(z) a1 ... Qln by ()
Y@ =| : |, A=|: o 3 |sB@)=
Yn () apl - Qpp bn ()
L’équation sans second membre correspond a
Y'(z) = AY (z) (3.2)

On s’intéresse a la recherche des solutions y; : R — R vérifiant le systeme précédent. Nous serons
amené a calculer les solutions dans le plan complexe, mais on verra que cela ne pose pas de probleme
particulier. Y (x) = Yg(z)+iY7(z) vérifie le systeme d’équations différentielles siYp(x)+iY](z) =
AYR(x) +iAYr(x) + B(x), i.e. Yi(x) = AYg(x) + B(z) et Y/(z) = AY7(x).

Théoréme 3.3.1 (Existence et unicité). Si les seconds membres b; sont continues, alors le systéme
différentiel admet une unique solution Y telle que Y (0) = Yj.

Dans la suite‘du chapitre, on suppose qu’il n’y a pas de second membre, i.e. B(z) = 0.

3.3.1 Cas ou A est diagonalisable sur R

Soit. P une matrice de passage dans R". Par définition, on a A = PDP~!. On pose }7(30) =
P7Y (2). Le systeme (3.2)) devient

Y'(z) = PDP7 'Y (2) & Y'(x) = DY ().

Autrement dit,

B diu 0 1) _ 7 (x) = dui(z)

0 du, (%) = dnnn(T)
Proposition 3.3.2. Si A est une matrice diagonalisable dans R, dont on note \i,..., \, les valeurs
propres et Vi,...,Vy, les vecteurs propres, alors l’ensemble des solutions de Y' = AY forme est un

espace vectoriel de dimension n et

Y(.CC) = Ozle)qmvl + a26)\2x‘/2 4t ozneA"an.



CHAPITRE 3. APPLICATION DE LA DIA(TRI)GONALISATION 37

3.3.2 Cas ou A est diagonalisable sur C mais pas dans R

Les valeurs propres, qui sont complexes, sont deux & deux conjuguées. Par exemple pour \ et \,
ie. \=Ap+iAret A= Ag —iA7, on associe V et V. On a

AV = PRTAT (VL 4 V) = PRIV 4 iV (cos(Ara) + i sin(Arz))
MV cos(Arz) — Vi sin(Arz) + i(Vr cos(Arz) + Vg sin(Arz))]

De méme
MV = PR [V cos(Arz) — Visin(Az) — i(Vi cos(Arz) + Vasin(Arz))] = R(eMV) — iS(e V).
Donc vect(eMV, eMV) = vect(R(e* V), $(e**V)). De plus, on a

AV 4 Y
2

MY — Y

Az _
R(eMV) = 5;

S(MV) =

Ainsi les termes ae**V + B’V se réexpriment sous la forme aR(eNV) + b (V).

Proposition 3.3.3. Si A est une matrice diagonalisable dans C et pas dans R, dont on note A1, ..., \,
les valeurs propres réelles, pi, ..., pm les valeurs propres complexes et (V;);,(W;); les vecteurs propres
correspondants, alors l’ensemble des solutions de Y' = AY forme est un espace vectoriel de dimension
n et

D m
Y(z) = Z eV, + Z(ﬁﬂ%(e“ijj) + 7S TW5)),
k=1 j=1
avec 2m +p = n.

3.3.3 Cas ou A est trigonalisable mais pas diagonalisable

Soit P une matrice de passage dans R™. Par-définition, on a A = PTP~!. On pose }7(95) =
P7Y (). Le systeme (3.2) devient

Y'(z)=PTP7'Y (z) & Y'(z) = TY (2).
Autrement dit,
~ (@) =tugi(@) + - + tinfn(2)
Yig)=10 t; @ |Y@) el .. (3.4)

~!

0 to yn(x> = tonfn(T)

Proposition 3.3.4. Si A est seulement une matrice trigonalisable, alors l’ensemble des solutions de
Y’ =AY forme est un espace vectoriel de dimension n dont les solutions se calculent en résolvant
récursivement Y'(x) = TY (x) et en changeant de base Y (x) = PY (z).

3.3.4 Exemples

2 0

4 1
10 0 1

p-(5 )= )

Le systéeme Y' = AY a pour solution

B ki 0\ ps 0\ . 1\ op kge?®
Y_P<0 k2>€ —kl <1)€ +]€2 <4)6 _(k161+4k262x

Exemple 3.3.3. Soit A la matrice A = <
et

) et B =0. Il est facile de voir x4(x) = (2—z)(1 —x)
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Exemple 3.3.4. Soit A la matrice

xal@)=6-—z)((4—2)1—2)—2)+ (—2+4) = (6—2)2+V2—2)(2—V2—2).

A est donc diagonalisable o cause des trois valeurs propres distinctes Spg(A) = {6,2 4+ /2,2 — v/2}.
Cherchons les vecteurs propres

S5t +y —z = 6x —xz4+y—2=0 —zrz+y—2=0 2=
Av=6v & 20 +4y—22=6y << 20—-2y—22=0 &< —42=0 @{ —Y
z=0

T—y+z=06z r—y—5z=0 —62=0

Un vecteur propre est (1,1,0).

Sr4y—z=(2+V2)x (B~V2)xz+y—2=0
Av=02+V2w e 2o+4y—2:=(2+V2)y 1< 204+ (2-V2)y—22=0
r—y+z=(2+V2)z T—y+(-1-+v2)z=0

y 4 (1++2)z
4-—/2

S (4—V2)y+2v22=0
_2\/§y

(4—V2)y+2V22=0
Poury = —2, on obtient le vecteur propre (14+2v/2,—2, —1—2+/2). Pour la valeur 2—+/2, en changeant

tous les signes des racines carrés, on obtient le vecteur propre (1 — 2v/2, -2, —1 4 2v/2). Les vecteurs
propres associés forment la matrice de passage

1 14++2 1—+2
P=|1 -2 -2
0 —1—-2V2 —1+2V2

L’ensemble des solutions Y/ (x) = AY (x) est de la forme

k€% + by (1 + v/2)eHV2T 4 (1 — v/2)e@-Ve
Y(IL’) = ]{7166m — 2k28(2+\/§)x — 2]?36(2_\/5)m
ko(—1 — 2v/2)eHV2% 4 ks (1 4 2¢/2)e2 V22

r—y+(-1-+v2)2=0 h
@{Z

Exemple 3.3.5. Soit la matrice suivante A

1 10
A=1|-1 2 1
1 01

Le polynome caractéristique est
xa(z) = (1-2)?(2—2)+1+1—2 = (2—2)((1-2)2+1) = 2—2)((1—2)?—i%) = 2—z)(1+i—z)(1—i—x).
Donc Spe(A) ={2,1+14,1 —1i}. Aprés caleul, on trouve des vecteurs propres associés suivants

1 1 o —1
‘/1: 1 7W1: -1 7W1: -1
1 1 1
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Sur C, l’ensemble des solutions s’écrit

Y(z)=P DT — 0?2V, 4 BT, 1y (=0T

o o Q
o o
=2 O O

Sur R, il faut prendre les parties réelle et imaginaire du vecteur suivant

‘ iel® —sin(x) + i cos(x) — sin(z) cos(x)
eUTDzy = o7 | it | =% | —cos(z) —i Sln( )| =€ | —cos(x) | +ie” | —sin(z)
el cos(x) + isin(z) cos(z) sin(x)

Donc sur R, on obtient I’ensemble des solutions suivant

—sin(z) cos(z)
Y(z) = ae®® 4 Be* [ —cos(z) | +~ve® | —sin(x)
cos(z) sin(z)
Exemple 3.3.6. Soit la matrice suivante A
-2 -1 2
A=1-15 -6 11
—-14 -6 11

On sait que xa(x) = (1 —z)3, Spg(A) = {1} et A est semblable a la matrice

11 2 1 00
T=10 1 3| avecP=1|1 2 0
0 0 1 2 31
On résout
gi(z) = g1(z) + Ga(a) +273(2) g3(x) = k3e*
ﬂé(x) = gz(l') + 33}3(.27) <~ :ljg (l’) = kge® + 3]?362z
5(x) = 273() Ji(x) = k1e® + koe® + bkze®”
Donc
_ 1. 0 0 kie® + koe® + 5]47362‘70 (k)l + kg)ew + 5]{362m
Y(z)=PY(x)=[1 2 0 koe® 4 3kze?® = | (k1 + 3k2)e® + 11k3e®®
2 3 1 kge?® (2k1 + 5k2)e® + 20kge?®

3.4 Systémes matriciels X? = A

Soit A € R™™ une matrice carrée. Cherchons la matrice inconnue X telle que X2 = A. On note
u et v 'endomorphisme associé a A et X respectivement. Si uov = vowu et u est diagonalisable alors
u et v se diagonalisent dans la méme base. Comme X = PAP ! et A = PDP™!, le systéme se
simplifie a
=AsA’=D

Exemple 3.4.1. Considérons la matrice

O = O
_ o O
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Dans le chapitre précédent, on a vu que A est diagonalisable avec

300 2 00 1/2 0 1
D=|04 0|, P=|-16 1 0|,P'=[ 8 10
001 5 01 —5/2 0 0

Ainsi Uéquation X? = A devient

22 0 0 300 x=+V3
0 > 0]=(0 4 0]a y=+V2
0 0 22 00 1 2 =41

Les solutions sont donc

r 0 0
X=P|0 y 0| P!, ouze{—V3V3,ye{—V2V2},ze{-1,1}.
0 0 =z

3.5 Suites récurrentes linéaires

3.5.1 Systeme multivarié récurrent d’ordre 1

On considére un systeme (linéaire) de suites dans K. Notons (u;p)nen la ieme suite considérée.
Les d suites vérifient la récurrence

Ul nt+1 : Ul,n
Un+1:AUn<:> = | ..oagy

Ud,n+1 : Ud,n

3.5.2 Systeme univarié récurrent-d’ordre d

On considere une suite d-récurrente dans K. Notons (uy,)nen la suite considérée. La suite vérifie la
récurrence

Un+1 : Un,
= |- a5 ... .<:>Un+1:AUn
Un+d . Up+d—1

3.5.3 Résolution

On cherche a simplifier le calcul U, 41 = A"Uy. Si A est diagonalisable dans K, i.e. A= PDP~ !
alors
Un+1 = PDP_IUTL = P_lUnJrl = DP_lUn-

On résout en deux étapes le systeme
Vo=DV,_1=---=D"Vy, U, =PV,.

Ainsi
U, = PD"P~'U,.

Si A est seulement trigonalisable dans K, i.e. A = PTP~!, alors la premicre étape change
Vo=TV,_1=---=T"Vy, U, = PV,.

Ainsi
U, = PT"P'U,.
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3.5.4 Exemples

Exemple 3.5.1. On considere deux suites (uy)n €t (vp)n telles que ug = vg = 1 et pour tout n > 0,
le systéme suivant est satisfait
Upt1 = duy + 2v,
{ Unt+1 = —b6uy — 4uy,

()= 2) ()

Le systéme se réécrit

FEtudions la matrice M
xmu(@)=@4—2)(~4—2)+12=—16 —do + 4z +2° +12 = 4+ 2% = (z — 2)(z + 2).

Comme M € R?**? et xar a deux racines distinctes, M est diagonalisable. Cherchons les vecteurs

propres.
AN dx 4+ 2y = 2x - \
M<y> _2<y> @{ 6w —dy=2y 7Y
On choisit v1 = (1,—1).

M(x)__2<x><:>{4x—|—2y:—2m o 31 = —y
Yy Yy —6x — Ay = -2y

On choisit vg = (1,—3). Donc M = PDP™! avec

2 0 1 1
D= (o L= (4 L)
(=) - poee ().
Un (%) Vo

Exemple 3.5.2. Considérons la suite (uy), vérifiant

_ Uny2\ _ [(—a —b\ [Unt1
Unt+2 +AUp+1 + buy =0 & <Un+1> = < 1 0) ( w, )

Le polynome caractéristique est

Ainsi

xa(z) = (—a —x)(—z) + b= 2> + azx + b.

Si ce polynome du second degré a discriminant non nul, alors A est diagonalisable dans C. Notons A\
et Ay les valeurs propres (conjuguées si complexe). Donc A = P diag(Ay, \2)P~1. Ainsi

Unt2) _ AP0 —1 (U1
Cot) =2 ()7 ().

Si le discriminant est nul (la valeur propre \ est double), alors A est seulement trigonalisable. On

obtient .
Un4+2\ Al -1 nU1 . A oA —1 (U1
(o) =r (G ) e () =2 (6 )P (),
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Considérons par exemple a = —3,b = 2. Donc xa(x) = (x — 1)(x — 2). Cherchons les vecteurs
propres

— 21y = — 229 =2
{ 31’1 €T T PN { T =19 { 3:61 i) T o { T = 21‘2
Tr1 — X9 Ir = 2.%'2

Des vecteurs propres sont (1,1) et (2,1). On en déduit

Un2\ (1 2\ (1 1\ (/=1 2\ (wr) (1 14271\ /=1 27 (u) [2"T 1-2"F1\ [y
upy1/)  \1 1)\0 27 1 —1)\w) \1 1427 1 —1)\ug) |\ 27 1—2m ug /)’
Considérons par evemple a = 2,b = 1. Donc xa(z) = (z + 1)2. Cherchons les vecteurs propres

—2r1 — 19 = —x
{ 1 2 1 @{xlz_@

Tr1 = —XT9

1 -1
0 1

(-6 (6 D)@ )

Un vecteur propre est (1,—1). Donc P = ( ) . On en déduit



Chapitre 4

Décompositions classiques de matrices
(1 séance)

Dans ce chapitre, nous traitons des décompositions classiques de matrices LU, QR et LL”. Par
exemple lorsque A = LU, la décomposition est particulierement utile lorsqu’on veut résoudre les
systemes

Ax = bl,A:L' :bg,...,Al’: bk,

pour un grand nombre k de vecteurs. Dans ce cas, on résout une et une seule fois Uz = y et k fois
Ly="0;,Ly =by,...,Ly =10.

Le calcul de ces systémes est simplifié étant donné que L est une matrice triangulaire inférieure.

4.1 Décompisition LU

La décomposition LU consiste a décomposer une matrice A en un produit d’une matrice triangu-
laire inférieure L et d’une matrice triangulaire supérieure U.

Théoréme 4.1.1. Si une matrice A € K" a tous ses mineurs principauz non nuls®, i.e. Vi =
1,...,n,det(A_; _;) # 0, alors A posséde une unique décomposition LU ou la diagonale de L ne
comporte que des 1.

Malheureusement, toutes les matrices inversibles n’ont pas forcément de décomposition LU. Mais
elles ont une décomposition PLU ou P est une matrice de permutation. Néanmoins, nous présentons
seulement un algorithme LU et non PLU.

L’algorithme de Gauss fonctionne par itération pour obtenir p matrices particulieres inversibles
My, ..., M, telles que

M,...MA=U.

Si M = M, ... M, est inversible, alors M = M, Lo M, I est triangulaire inférieure.

Définition 4.1.1 (Algorithme de Gauss). Soit une matrice A € K™*" = (a;;)ij. L’algorithme est le
suivant.

— Initialisation : On pose A1 = A = (a}j)ij.

— Pouri=1,...,n—1,

1. Critere de Sylvester.
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1. Sialy de A; est non nul, alors on construit

1 0 ...
aj, 0
Li _ ‘.1111
: 0
i 0 1
ajy
2. On calcule ‘ ‘
aip ajy Sag,
0
LA, =
: Ain
0

3. On recommence avec A;11 = (agl)ij de taille diminuée.
— Terminaison : L, = 1.
En sortie, on obtient

1 0
. 10 ..
p- |0 o o)
: 1 0 0 0 =Ls 2
0 ... 0 -L

n
et la matrice U a €été calculé successivement ligne par ligne.

On peut montrer que

1 /0
L= 21 o lj; = a’/a’
= Ol bij = @5/
S Y M |
ot 1 1 1
a11 ‘152 e ;hn
U 0 afy ... af,
0O ... O ay
Par exemple sur une matrice de taille 3, on aura décomposé A par
1 0 0 1 0 0
1
-1 0|0 1 0 A—-U
al, 0 —% 0 1
- 01 a2,
11
On peut montrer facilement que le produit se simplifie
1 00 1 0 0 1 0 0
al al
-2 10 0O 1 0 _ | -3 1 0
o 0 % 0 1 o d
a — a Q.
2o\ 2 -d

B~

44
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et il est facile de trouver son inverse

1 0 0
- | a; 1 0
L a%l :I3.
al a2
xod
Exemple 4.1.2. Considérons
2 3 0 2
4 7 -3 2
A=16 s -2 10| =N
6 7 —14 16
On démarre algorithme avec cette matrice : Ay = (a%j).
-i=1: Comme al; =2 +#0, on a
1 000
-2 1 00
Li=l_3 010
-3 0 0 1
Donc
1 000 2 3 0 2 2 4 6 6
-2 1 00 4 7 -3 2 0o 1 -3 =2
LiAv=1_3 01 ofl6 8 -2 0] |0 -1 -2 1
-3 0 0 1 6 7 —14 16 0 -2 —14 10
Cette derniére matrice L1 Ay contient en-partie basse a?j.
-i=2 : On pose
1~ -3 =2
Ay = | —1 -2 4
-2 =14 10
Comme aza =10, on a
1 00
Ly=1(1 1 0
2 01
et
1 00 1 -3 -2 1 -3 -2
LoAs=11 1 0) -1 -2 4 |=(0 -5 2
2 0 1 -2 =14 10 0 —20 6
Cette derniére matrice Lo Ao contient en partie basse a?j.
-i=8 : On_pose
-5 2
As = (—20 6)'
Comme azs = =5 # 0, on a
1 0
2= (4 )
et

- (45 (0 )

4

Cette derniére matrice L3 Az contient en partie basse -
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-i=4 : Ay =(-2) et Ly = (1).
La partie haute de la matrice U se retrouve en prenant la jéme ligne de la matrice L;jA; pour j =

1,...,4. Pour la partie basse de la matrice L, on prend l'opposé de la jéme colonne de la matrice L;
pour j =1,...,4. Donc A se décompose en
1 0 00 23 0 2
2 1 00 01 -3 -2
L_3—110’U_00—52
3 -2 4 1 00 0 =2
Exemple 4.1.3. Considérons
2 -1 0
0o -1 2

On démarre l'algorithme avec cette matrice : A; = (azlj).

-i=1: Comme a}l; =2 #0, on a

Ainsi
1 0 0 2 —1 0 2 -1 0
LA =121 0] |-1 2 —1]=]0 32 -1
0 0 1 0 =1 2 0o -1 2

-i=2 : On pose

Comme a3y = 3/2 #0, on a

L2 = <2}3 (1)> '
LyA, = (2}3 ?) (3_/12 —21> _ (3(/)2 4—/;)

-i=8 : On a A3 =(4/3) de premier coefficient non nul. L3 = (1).
Ainsi on prend les lignes des matrices L; A; pour obtenir

Ainsi

2 -1 0
U=|0 32 -1
0 0 4/3

On prend les colonnes des matrices L; pour obtenir

1 0 0
L=[1/2 1 o0
0 —2/3 1
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4.2 Décomposition QR

La décomposition QR consiste & décomposer une matrice A en un produit d’une matrice orthogo-
nale Q € K™*" et d’une matrice triangulaire supérieure R € K",

Théoréme 4.2.1. Si une matrice A € K"*™ posséde un inverse a droite, i.e. 3B € K™*" AB = I,,,
alors elle posséde une unique décomposition A = QR ot Q € K"*" et R € K"™*™, ou r sera le rang

de A.

Définition 4.2.1 (Algorithme de Gram-Schmidt). Notons A i1,...,A , les colonnes de A. On sou-
haite

r ...
0O 0 r
A=(A1,...,AL)=(Qy,...,Q,) 2

On note ||.|| la norme euclédienne.
— Initialisation : on pose r = 0.
— Itération : on procéde comme suit pour i =1,...,min(n,m)
1. sir =0 alors calculer p; = A _;.
2. sinon (r > 0) calculer p; = A _; — 2;21 QJTA.’i xQ;. NB : (Q]TA.J- =R;;)
3. sip; #0 alorsr < r+1 et on calcule

Q, =pi/llpill et Rr = (QF A1 ... QA )
En sortie, on obtient Q en regroupant les vecteurs colonnes et R les vecteurs lignes. C’est a dire

QA QiA,

Q=(Q,..,Q,) et R=QTA= 0 QfA, ..
0 0 Qra,
Exemple 4.2.2. Considérons la matrice suivante
1 2 10
2 4 01
A=10 0 2 1
2 41 2
0011
On pose r =0 : chacune des colonne est A 1, A 2, A 3 et A 4.
-1=1:

1

2

p=A1=|0

2

0

De plus ||p1]| =vV1+4+0+4+0=3. Commep; #0, onar=1 et
1/3
2/3
Q= 0
2/3
0
et

R=(QTA, ... QTA)=(3 6 1 2).
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-i=2:
2 1/3 0
4 2/3 0
pp=As—-QTA,Q, =|0[-6x] 0 |=]0
4 2/3 0
0 0 0
Donc r ne change pas.
=3 :
1 1/3 2/3
0 2/3 —2/3
ps=A3—QAQ = [2[-1x] 0 |=[ 2
1 2/3 1/3
1 0 1
De plus ||ps]| = \/4/9+4/9+4+1/9+1=4+4+36+1+9/3 =1/6. Comme p3 # 0, on
ar=2et
2/3
1 —2/3
Q= — 2
V6| 13
1
et
Ry=(Q7A1 ... QFA, ) =(0.0 v6 v3/V2).
i=4 :
0 1/3 2/3
1 2/3 1 —2/3
P4y = A.74 — Q{A4Q1 — Q§A4Q2 =|1]—-2x 0 - 5 2
2 2/3 1/3
1 0 1

De plus ||ps]| = /1 +1/4+1/4 = /3/2. Comme ps # 0, on a

-1

Ve
RERY YA
1/2

et

R;=(Q¥A; ... QYA ) =(0 0 0 V3/V2).
On obtient donc

1/3  V2/(3v3) —+/2/3
2/3 —v/2/(3V/3) 0

A=1] 0 V2/V3 0 (
2/3  1/(3V6) 1//6

0 1/V/6 1//6

Q
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Exemple 4.2.3. Considérons la matrice suivante

12 -51 4
A= 6 167 —-68].
-4 24 -4

On pose r =0 : chacune des colonne est A 1, A o et A 3.
-1=1:
12
pp=A1=|6
—4
De plus ||p1]| = V144 4+ 36 + 16 = 14. Comme p1 #0, on ar =1 et

6/7
Q=1 3/7
—2/7
et
R =(QTA QTA, QTA 3)=(98/7 147/7 —98/7) = (14 21 -14).
=2 :
—69
pp=As—QlAQ =A,—21Q,=| 158
30
Comme pa # 0 et ||p2|| = 175, alors r augmente et
—69/175
Q, = 158/175
6/35
et
Ry=(QJA 1 ... QYA 3)=(0 175 —70).
-1=3:
—11.6
Ps=A3~QlA3Q —Q7A 3Q,= A 3+14Q; +70Q, = | 1.2
-33
Comme p3 # 0 alors on augmente r et
—58/175
Q;=| 6/175 |.
—33/35
Enfin
R3=(QYA:1 ... Q5A3)=(0 0 35).
Donc
6/7 69/175 —58/175 14 21 -14

Q= | 3/7 158/175 6/175 |, R=|0 175 —70
—2/7 —6/35 —33/35 0 0 35
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4.3 Décomposition de Cholesky (LLT)

La décomposition LLT de Cholesky consiste & décomposer une matrice A en un produit d’une
matrice triangulaire inférieure L et de sa transposée.

Théoréme 4.3.1. Si une matrice A € K"*" est une matrice symétrique semi-définie et positive, i.e.
A=AT etV e K", 2T Az >0 et 27 Az = 0 = 2 = 0, alors il existe une unique matrice triangulaire

inférieure dont les éléments diagonauz sont strictement positifs telle que A = LL™. Dans ce cas, on
a At =L"TL.

Définition 4.3.1 (Algorithme de Cholesky). Soit une matrice A € K"*" symétrique. On cherche a
résoudre récursivement

AT l 0\ (ln L%
A=-LLT o ( ™1 2,1\ _ 11 210
<A2,1 Agp Ly Lyz)\ 0 Lj,
On en déduit Ualgorithme suivant :
— Initialisation :
W = A.
— Itération : pouri=1,...,n—1,

1. On décompose la matrice de travail sous forme de blocs

W — ( w1 Wng)
Woi1 Waps

2. on calcule )

lip=~wyy, Lix = l--WQ’l'

3. on calcule la nouvelle matrice de travail
W=Wyo—-L;1 ® L;{p

ot L; 1 ®L21 est la matrice contenant tous les produits possibles des composantes du vecteur
L;; (i.e. le produit de Kronecker de ce vecteur).

— Terminaison.: on calcule 1y, = \/w;.
En sortie, on obtient L en concaténant les vecteurs colonnes

11 0
99 0
L p—
Li; Ly, lnn

Exemple 4.3.2. Soit A la matrice suivante.

25 15 =5
A=115 18 0
-5 0 11

Pour la premiére itération, on trouve

1/15 3
lhh=5,Ly; = 3 <_5> = (_1> :
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A-11= (108 101) - (—31) 6 1= (g

Pour la deuziéme itération, on trouve

1l reste a factoriser

1
lz =3, Loy = 5 (3) = (1).

Il reste a calculer A_a _9 =10 — 12 =9 entrainant ls3 = 3. Donc

5
L=1| 3
-1

= Ww O

0
0
3

3
10

).
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