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Chapitre 1

Ensembles convexes (2,5 séances)

1.1 Ensembles convexes

1.1.1 Ensembles convexes

Définition 1.1.1 (Combinaison convexe). Soit m points x1, . . . , xm de Rn. Une combinaison (finie)
convexe des points x1, . . . , xm est le point x =

∑m
i=1 λixi tel que pour tout i = 1, . . . ,m, λi ∈ [0, 1] et∑m

i=1 λi = 1.

Remarque 1.1.1 (Cas particulier m = 2). Une combinaison convexe de deux points x1, x2 de Rn
est x = λx1 + (1− λ)x2 et λ ∈ [0, 1]. Si n = 1, alors les points x pour λ ∈ [0, 1] décrivent l’intervalle
[x1, x2] ou [x2, x1]. Si n ≥ 2, alors les points x pour λ ∈ [0, 1] décrivent le segment [x1, x2].

18 CHAPTER 2. CONVEX HULLS AND CARATHÉODORY’S THEOREM
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Figure 2.1: Convex combinations

Similarly, we call a vector
∑t

j=1 λjxj a nonnegative combination of the vectors nonnegative

combinationx1, . . . , xt when λ1, . . . , λt ≥ 0. It is clear that every convex combination is also
a nonnegative combination, and that every nonnegative combination is a linear
combination.

Exercise 2.1. Illustrate some combinations (linear, convex, nonnegative) of two
vectors in IR2.

The following result says that a convex set is closed under the operation of taking
convex combinations. This is similar to a known fact for linear subspaces: they
are closed under linear combinations.

Proposition 2.1.1 (Convex sets). A set C ⊆ IRn is convex if and only if it
contains all convex combinations of its points. A set C ⊆ IRn is a convex cone if
and only if it contains all nonnegative combinations of its points.

Proof. If C contains all convex combinations of its points, then this also holds
for combinations of two points, and then C must be convex. Conversely, assume
that C is convex. We prove that C contains every convex combination of t of its
elements using induction on t. When t = 2 this is clearly true as C is convex.
Assume next that C contains any convex combination of t − 1 elements (where
t ≥ 3). Let x1, . . . , xt ∈ C and λj > 0 for j = 1, . . . , t where

∑t
j=1 λj = 1. We

note that some λj must be positive, say λ1 > 0. Thus, 0 < λ1 < 1 (if λ1 = 1 we
would get t = 1). We have that

(∗) x = λ1x1 + (1 − λ1)

t∑

j=2

(λj/(1 − λ1))xj .

Figure 1.1 – Combinaison convexe de deux éléments

Remarque 1.1.2 (Cas particulier m = 3). Une combinaison convexe de trois points x1, x2, x3 de Rm
est x = λx1 + µx2 + (1− λ− µ)x3 et λ, µ ∈ [0, 1]. Si n = 1, alors les points x pour λ ∈ [0, 1] décrivent
l’intervalle [mini xi,maxi xi]. Si n = 2 et les points sont non-alignés, alors les points x pour λ ∈ [0, 1]
décrivent le triangle de sommet x1, x2 et x3

18 CHAPTER 2. CONVEX HULLS AND CARATHÉODORY’S THEOREM
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Figure 2.1: Convex combinations

Similarly, we call a vector
∑t

j=1 λjxj a nonnegative combination of the vectors nonnegative

combinationx1, . . . , xt when λ1, . . . , λt ≥ 0. It is clear that every convex combination is also
a nonnegative combination, and that every nonnegative combination is a linear
combination.

Exercise 2.1. Illustrate some combinations (linear, convex, nonnegative) of two
vectors in IR2.

The following result says that a convex set is closed under the operation of taking
convex combinations. This is similar to a known fact for linear subspaces: they
are closed under linear combinations.

Proposition 2.1.1 (Convex sets). A set C ⊆ IRn is convex if and only if it
contains all convex combinations of its points. A set C ⊆ IRn is a convex cone if
and only if it contains all nonnegative combinations of its points.

Proof. If C contains all convex combinations of its points, then this also holds
for combinations of two points, and then C must be convex. Conversely, assume
that C is convex. We prove that C contains every convex combination of t of its
elements using induction on t. When t = 2 this is clearly true as C is convex.
Assume next that C contains any convex combination of t − 1 elements (where
t ≥ 3). Let x1, . . . , xt ∈ C and λj > 0 for j = 1, . . . , t where

∑t
j=1 λj = 1. We

note that some λj must be positive, say λ1 > 0. Thus, 0 < λ1 < 1 (if λ1 = 1 we
would get t = 1). We have that

(∗) x = λ1x1 + (1 − λ1)

t∑

j=2

(λj/(1 − λ1))xj .

Figure 1.2 – Combinaison convexe de trois éléments
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CHAPITRE 1. ENSEMBLES CONVEXES 3

Définition 1.1.2 (Ensemble convexe). Un ensemble C ⊂ Rn est un ensemble convexe si toute com-
binaison convexe de deux éléments de C est un point de C, i.e.

∀x, y ∈ C,∀λ ∈ [0, 1], λx+ (1− λ)y ∈ C.

Figure 1.3 – Exemple d’ensembles convexes

Proposition 1.1.3. C est un ensemble convexe ⇔ ∀x1, . . . , xm ∈ C,∀λi ∈ [0, 1],
∑m

i=1 λi = 1 ⇒∑m
i=1 λixi ∈ C.

Démonstration. ⇐ évident
⇒ La propriété est vérifiée pour m = 2. Par récurrence sur m, si la propriété est vérifiée pour m,
considérons λ1, . . . , λm+1 ∈ [0, 1] tels que

∑m+1
i=1 λi = 1. On pose λ = λm+1 que l’on suppose λ > 0

sans perte de généralité. Le point

y =

m∑

i=1

λi
1− λxi

est un point de C puisque
m∑

i=1

λi
1− λ =

∑m
i=1 λi

1− λm+1
=

1− λm+1

1− λm+1
= 1.

Ainsi

z = λxm+1 + (1− λ)y ∈ C et z = λm+1xm+1 +

m∑

i=1

λixi.

Proposition 1.1.4 (Opérations préservant la convexité). Si A et B sont convexes, alors A + B et
A ∩B sont des ensembles convexes.

Démonstration. Voir TD1.

1.1.2 Application en optique

La forme des lentilles peuvent vérifier la convexité (figures 1.5a et 1.5b) ou non (figures 1.5c et
1.5d).
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CHAPITRE 1. ENSEMBLES CONVEXES 4

x1
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x3

1 2x1 + 1 3x2 + 1 6x3

+
2 3x2 + 1 3x3

Figure 1.4 – Lien entre combinaison convexe de deux et trois éléments

(a) plan-convexe (b) biconvexe (c) plan-concave (d) biconcave

Figure 1.5 – Formes de lentilles

1.1.3 Cones, polyèdres, polytopes

Définition 1.1.3 (Cone convexe). Un ensemble C ⊂ Rn est un cone convexe si toute combinaison
positive de deux éléments de C est un point de C, i.e.

∀x, y ∈ C,∀λ, µ ≥ 0, λx+ µy ∈ C.

Définition 1.1.4 (polyèdre). Un polyèdre de Rn est l’ensemble {x ∈ Rn, Ax ≤ b} pour A ∈ Rp×n et
b ∈ Rp. Autrement dit c’est l’ensemble de points vérifiant des inégalités linéaires de leurs composantes,
voir par exemple figure 1.10d.

Exemple 1.1.5. Si n = 1, les cones convexes sont les demi-droites du type [0,+∞[ ou ] −∞, 0]. Si
n = 2, les cones convexes sont les cones détermines par le sommet S = (0, 0) ∈ R2 et deux droites SX
et SY pour 2 points X = (x1, x2) et Y = (y1, y2). Sur la figure 1.6a, on a choisit X = (2/3, 1/3), Y =
(1/2, 3/4).

Proposition 1.1.5. Les cônes et les polyèdres sont des ensembles convexes.

Démonstration. Soient x, y ∈ C pour un cône C et λ ∈ [0, 1]. On a





λ ≥ 0
µ = 1− λ ≥ 0
x ∈ C
y ∈ C

⇒ λx+ µy ∈ C.
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CHAPITRE 1. ENSEMBLES CONVEXES 5
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(a) Cone dans le plan

10 CHAPTER 1. THE BASIC CONCEPTS

Figure 1.5: A convex cone in R3

Exercise 1.6. Make a drawing of the standard simplices S1, S2 and S3. Verify
that each unit vector ej lies in Sn (ej has a one in position j, all other components
are zero). Each x ∈ Sn may be written as a linear combination x =

∑n
j=1 λjej

where each λj is nonnegative and
∑n

j=1 λj = 1. How? Can this be done in several
ways?

A set C ⊆ IRn is called a convex cone if λ1x1+λ2x2 ∈ C whenever x1, x2 ∈ C andconvex cone

λ1, λ2 ≥ 0. An example is IRn
+, the set of nonnegative vectors in IRn. A convex

cone in IR3 is shown in Fig. 1.5. Note that every (nonempty) convex cone contains
O (just let λ1 = λ2 = 0 in the definition). Moreover, a convex cone is closed under
multiplication by a nonnegative scalar: if x ∈ C and λ ∈ IR+, then λx ∈ C. The
reader should verify this property based on the definition.

Exercise 1.7. Show that each convex cone is indeed a convex set.

There are two examples of convex cones that are important for linear program-
ming.

Exercise 1.8. Let A ∈ IRm,n and consider the set C = {x ∈ IRn : Ax ≤ O}.
Prove that C is a convex cone.

A convex cone of the form {x ∈ IRn : Ax ≤ O} where A ∈ IRm,n is called a
polyhedral cone . Let x1, . . . , xt ∈ IRn and let C(x1, . . . , xt) be the set of vectorspolyhedral

cone of the form
t∑

j=1

λjxj

where λj ≥ 0 for each j = 1, . . . , t.

Exercise 1.9. Prove that C(x1, . . . , xt) is a convex cone.

A convex cone of the form C(x1, . . . , xt) is called a finitely generated cone, and wefinitely

generated

cone

say that it is generated by the vectors x1, . . . , xt. If t = 1 so C = {λx1 : λ ≥ 0},
C is called a ray. More generally, the set R = {x0 + λx1 : λ ≥ 0} is called a

ray

(b) Cone dans l’espace

24 CHAPTER 2. CONVEX HULLS AND CARATHÉODORY’S THEOREM
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Figure 2.4: Dimensions

Some special polytopes and finitely generated cones are of particular interest. A
simplex P in IRn is the convex hull of a set S of affinely independent vectors in IRn.simplex

We recall from Example 1.4.3 the set Sn = {x ∈ IRn : x ≥ O,
∑n

j=1 xj = 1} which
is the standard simplex in IRn. It is indeed a simplex as Sn = conv({e1, . . . , en})
and the unit vectors e1, . . . , en are affinely (even linearly) independent. Thus,
dim(Sn) = n − 1.

A simplex cone in IRn is a finitely generated convex cone K spanned by linearlysimplex

cone independent vectors. Then, clearly, dim(K) equals the number of these generating
vectors.

Proposition 2.3.2 (Unique representation). (i) Let the vectors x1, . . . , xt ∈ IRn

be affinely independent and consider the simplex P = conv({x1, . . . , xt}) generated
by these vectors. Then each point in P has a unique representation as a convex
combination of x1, . . . , xt.

(ii) Let x1, . . . , xt ∈ IRn be linearly independent and consider the simplex cone
C = cone({x1, . . . , xt}) generated by these vectors. Then each point in C has a
unique representation as a nonnegative combination of x1, . . . , xt.

2.4 Convex sets and topology

To study convex sets it is useful with some basic knowledge to topology. For
instance, we want to discuss the boundary of a convex set. If this set is full-
dimensional, like the unit ball {x ∈ IRn : ∥x∥ ≤ 1} in IRn, then the boundary is
{x ∈ IRn : ∥x∥ = 1} which may not be so surprising. But what is the “boundary”

(c) Polytopes

Figure 1.6 – Cônes et polytopes du plan et de l’espace

Donc λx+ (1− λ)y ∈ C.
Soient x, y ∈ P pour un polyèdre P = {x,Ax ≤ b} et λ ∈ [0, 1]. On a





x ∈ P
y ∈ P
λ ≥ 0
1− λ ≥ 0

⇒
{
A(λx) = λAx ≤ λb
A((1− λ)y) = (1− λ)Ay ≤ (1− λ)b

⇒ A(λx+ (1− λ)y) ≤ b

Donc λx+ (1− λ)y ∈ P .

Proposition 1.1.6. C est un cône convexe ⇔ ∀x1, . . . , xm ∈ C,∀λi ≥ 0,
∑m

i=1 λixi ∈ C.

Démonstration. Preuve similaire à la proposition 1.1.6.

Définition 1.1.6 (Cône polyhèdrique). Un cône polyhèdrique de Rn est l’ensemble {x ∈ Rn, Ax ≤ 0}.
Il est de la forme {

m∑

i=1

λixi, ∀i = 1, . . . ,m, λi ≥ 0

}
,

pour xi ∈ Rn.

1.1.4 Enveloppes convexes

Définition 1.1.7 (Enveloppe convexe). Pour un ensemble S ⊂ Rn, l’enveloppe convexe de S notée
co(S) est l’ensemble de toute combinaison convexe d’éléments de S, i.e. co(S) = {s, ∃λ1, . . . , λm ∈
[0, 1], ∃x1, . . . , xm ∈ S,

∑n
i=1 λ = 1⇒ s =

∑m
i=1 λixi}.
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CHAPITRE 1. ENSEMBLES CONVEXES 6

Proposition 1.1.7. L’enveloppe convexe de S est un ensemble convexe.

Démonstration. Immédiat puisque il se construit sur les combinaisons convexes.

Proposition 1.1.8. L’enveloppe convexe de S est le plus petit ensemble convexe contenant S.

Démonstration. co(S) est un ensemble convexe et S ⊂ co(S) puisque ∀s ∈ S, s = 1× s+ 0× s. Donc
l’intersection W de tous les ensembles convexes contenant S est telle que W ⊂ co(S).

Soit C un ensemble convexe contenant S. C contient toute combinaison convexe de ses éléments,
en particulier ceux de S puisque S ⊂ C. Donc co(S) ⊂ C. Ainsi ∀C convexe, co(S) ⊂ ⋂C = W .

Définition 1.1.8 (Polytope). Un polytope de Rn est l’enveloppe convexe de m points x1, . . . , xm de
Rn, i.e. co({x1, . . . , xm}).

Exemple 1.1.9. Pour x1, x2 ∈ R2, l’enveloppe convexe de S = {x1, x2} est le segment x1, x2. Pour
x1, x2, x3 ∈ R2, l’enveloppe convexe de S = {x1, x2, x3} est le triangle x1, x2, x3. Pour x1, x2, x3, x4 ∈
R2, l’enveloppe convexe de S = {x1, x2, x3, x4} est soit un triangle contenant le quatrième point (qui
n’est pas un sommet) soit un quadrilatère.

Exemple 1.1.10. Les ensembles S et T définis par S = {(0, 0), (1, 0), (0, 1)} et T = {(0, 0), (1, 0),
(0, 1),(0, 1/2), (1/2, 0), (1/2, 1/2)} ont la même enveloppe convexe à savoir le triangle rectangle de
sommet (0, 0).

Proposition 1.1.9. Pour tout ensemble S ⊂ T , on a co(S) ⊂ co(T ).

Démonstration. Soit x ∈ co(S). On sait qu’il existe λ1, . . . , λm ∈ [0, 1] et x1, . . . , xm ∈ S, tels que∑n
i=1 λ = 1⇒ s =

∑m
i=1 λixi. Comme S ⊂ T , alors pour tout i = 1, . . . ,m, xi ∈ T . Donc

∑m
i=1 λixi =

s ∈ co(T ).
Autre preuve :

Par définition de l’enveloppe convexe, on a T ⊂ co(T ), S ⊂ co(S). En utilisant, S ⊂ T , on a S ⊂ co(T ).
Comme co(S) est le plus petit ensemble convexe contenant S. Donc co(S) ⊂ co(T ).

(a) Exemple 1 (b) Exemple 2

Figure 1.7 – Enveloppes convexes

Définition 1.1.11 (Enveloppe conique). Pour un ensemble S ⊂ Rn, l’enveloppe conique de S notée
cone(S) est l’ensemble de toute combinaison positive d’éléments de S, i.e. cone(S) = {s, ∃λ1, . . . , λm ≥
0,∃x1, . . . , xm ∈ S, s =

∑m
i=1 λixi}.

Proposition 1.1.10. L’enveloppe conique de S est un cone.

Démonstration. Immédiat car il se construit sur les combinaisons positives.
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CHAPITRE 1. ENSEMBLES CONVEXES 7

Proposition 1.1.11. L’enveloppe conique de S est le plus petit cone contenant S.

Démonstration. cone(S) est un ensemble conique et S ⊂ cone(S) puisque ∀s ∈ S, s = 1 × s. Donc
l’intersection W de tous les ensembles coniques contenant S est telle que W ⊂ cone(S).

Soit C un cone contenant S. C contient toute combinaison positive de ses éléments, en particulier
ceux de S puisque S ⊂ C. Donc cone(S) ⊂ C. Ainsi ∀C cone, cone(S) ⊂ ⋂C = W .

Exemple 1.1.12 (Simplexe standard). Le simplexe (standard) de Rn donné par Sn = {x ∈ Rn,∀i =
1, . . . , n, xi ∈ [0, 1],

∑n
i=1 xi = 1} est un polyèdre. Autrement dit, Sn = co({e1, . . . , en}) où (e1, . . . , en)

sont des vecteurs unitaires indépendants.

Exemple 1.1.13 (Simplexe standard et probabilité). Considérons une variable aléatoire discrète X à
valeurs dans {x1, . . . , xm} avec les probabilités p1, . . . , pm. Le vecteur de probabilités p = (p1, . . . , pm)
appartient au simplexe standard Sm. Sm décrit l’ensemble des lois de probabilités discrètes à m valeurs,
un point est une loi particulière.

Exemple 1.1.14 (Simplexe (conique) dem points). Pour m points de Rn (linéairement indépendants) ∗,
le simplexe de m points est le polytope de ces m points. Pour m points de Rn (affinement indépendants) †,
le simplexe conique de m points est l’enveloppe conique de ces m points.

Proposition 1.1.12 (Représentation unique). Soient x1, . . . , xm ∈ Rn.
— lorsque ces points sont linéairement indépendants, on note P = co({x1, . . . , xm}) le simplexe

correspondant. Pour chaque point de P , il existe une unique représentation de x comme com-
binaison convexe des m points.

— lorsque ces points sont affinement indépendants, on note P = cone({x1, . . . , xm}) le simplexe
conique correspondant. Pour chaque point de P , il existe une unique représentation de x comme
combinaison positive des m points.

1.1.5 Algorithme de calcul d’enveloppe convexe

On considère un ensemble M de points du plan de cardinal m dont on veut calculer l’enveloppe
convexe co(M). L’algorithme de Graham-Scan comporte deux étapes :

1. trier angulairement les points de M autour d’un point arbitraire a ∈ M . On obtient un cycle
L = {s1, . . . , sp} de sommets. Si a se trouve sur le bord de l’enveloppe convexe, alors on insère
a dans le cycle L.

NB : p = m ou m− 1.

2. tourner autour du cycle L en supprimant les points qui ne peuvent pas être des points extrémaux :
notons les points examinés si−1, si, si+1.
Pour i = 1, . . . , p, on teste si
— si si n’est pas extrêmal par rapport à si−1, si+1, alors on supprime si de L et on réitère avec

(si−2, si−1, si+1).
— sinon on continue avec (si, si+1, si+2).
NB : par convention, (s0, s1, s2) = (sp, s1, s2) et (sp−1, sp, sp+1) = (sp−1, sp, s1).

Le première étape a une complexité de m log(m) tandis que la seconde étape ne possède au plus 2m
itérations. La complexité totale est m log(m).

La seconde étape de cet algorithme se base sur la constatation suivante :

∗. x1, . . . , xm sont linéairement indépendants ssi
∑

i λixi = 0 entraine ∀i = 1, . . . ,m, λi = 0.
†. x1, . . . , xm sont affinement indépendants ssi

∑
i λixi = 0 et

∑
i λi = 0 entraine ∀i = 1, . . . ,m, λi = 0.



Pol
yc

op
ié
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CHAPITRE 1. ENSEMBLES CONVEXES 8

— un point x ne peut pas être extrémal s’il est situé dans le triangle dont les sommets sont le
point central a et les deux points voisins de x (le précédent x et le suivant x dans l’ordre
trigonométrique autour de a)

— ou autrement dit si le triplet (x, x, x) ne respecte pas l’ordre trigonométrique (voir figure 1.8a).
Réciproquement, si l’orientation de tous les triplets consécutifs du cycle L est l’orientation trigo-
nométrique, alors ce cycle donne le bord de l’enveloppe convexe de M .

a

x1

x3 x2

(a) Un point x2 étant extrémal

a

x1

x3

x2

(b) Un point x2 ne pouvant pas être extrémal

Un exemple complet d’exécution de l’algorithme est donné en figure 1.9.

1.2 Application à la programmation linéaire

1.2.1 Construction de polyèdres

Traitons le cas d’une seule inégalité uTx ≤ b ou uTx ≥ b. La droite frontière a toujours pour
vecteur orthogonal u. La zone des points possibles est à l’oppose du vecteur pour uTx ≤ b et du coté
du vecteur pour uTx ≥ b.

Exemple 1.2.1. Pour n = 2, A = (1 1) ∈ R1×2, b = 3, on obtient pour les contraintes

(
1 1

)( x1

x2

)
≤
(
3
)
⇔
{
x1 + x2 ≤ 3,

Il est facile de voir que S est un ensemble convexe. Voir figure 1.10c.

Exemple 1.2.2. Considérons les contraintes suivantes




0 1
4 −1
−1 −1



(
x1

x2

)
≤




2.5
10
−3


⇔





x2 ≤ 2.5,
4x1 − x2 ≤ 10,
x1 + x2 ≥ 3

Déterminons les frontières de cet ensemble





x2 = 2.5,
4x1 − x2 = 10,
x1 + x2 = 3

⇔





x2 = 2.5,
x2 = 4x1 − 10,
x2 = 3− x1

Ce sont trois droites qui se coupent en

(
12.5/4

2.5

)
,

(
0.5
2.5

)
,

(
13/5
2/5

)
. Chaque droite a pour vecteur

orthogonal les lignes de la matrice A, voir les vecteurs u, v et w sur la figure 1.10f. Il est facile de
voir que S est un ensemble convexe.



Pol
yc

op
ié
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Enveloppe convexe dans les revêtements ramifiés de l’espace euclidien Vincent Pilaud

On note pi le nombre de points dans le cycle L au bout de i itérations du processus
d’élimination et li la distance algébrique que l’on a alors parcourue (c’est-à-dire le nombre de
fois où on a avancé diminué du nombre de fois où on a reculé). On peut clairement arrêter
le processus d’élimination lorsqu’il ne reste plus de points ou lorsque la distance que l’on a
parcourue est plus grande que le nombre de points restants (tous les triplets du cycle L sont
alors dans l’ordre trigonométrique). On peut donc s’arrêter dès que pi ou pi−li est nul, donc dès
que 2pi− li est nul. Or à chaque itération du processus d’élimination, cette quantité diminue :

– dans le premier cas, on a pi+1 = pi − 1 et li+1 = li − 1,
– dans le deuxième cas, on a pi+1 = pi et li+1 = li + 1.

Par conséquent, dans les deux cas, 2pi+1 − li+1 = 2pi − li − 1. On en déduit que l’algorithme
termine. De plus, 2p0 − l0 = 2m, donc on effectue au plus 2m itérations du processus d’élimi-
nation.

Du point de vue de la complexité, chaque étape du processus se fait en temps constant,
puisqu’il s’agit uniquement du prédicat du chirotope dans le plan. Par conséquent, le nombre
d’itérations du processus d’élimination étant borné par 2m, l’étape déterminante est la pre-
mière étape. S’agissant uniquement d’un tri, la complexité est donc en O(m lnm).

Fig. 41 – Algorithme de Graham Scan dans le plan

Modifications de l’algorithme de Graham dans le plan. On effectue deux modi-
fications sur cet algorithme.

La première modification concerne la première étape de l’algorithme : au lieu de détecter
si le point a est sur le bord de l’enveloppe convexe de l’ensemble M , et de l’insérer à sa
place dans le cycle des sommets, on insère directement le point a après chaque point du cycle.
L’algorithme d’élimination supprimera ensuite les occurences inutiles de a.

La seconde modification concerne l’objet autour duquel on trie les points de l’ensemble M :
au lieu de trier ces points autour d’un point arbitraire a, on peut les trier autour d’un convexe.
Considérons un polygone convexe K et un ensemble de points M dans le complémentaire de K.

48

Figure 1.9 – Algorithme de Graham-Scan dans le plan

Exemple 1.2.3. Pour n = 2, A = (1 1) ∈ R1×2, b = 3, on obtient pour les contraintes

(
1 1

)( x1

x2

)
=
(
3
)
,

(
x1

x2

)
≥
(
0
)
,⇔





x1 + x2 = 3,
x1 ≥ 0,
x2 ≥ 0

⇔





x2 = 3− x1,
x1 ≥ 0,
3− x1 ≥ 0

⇔ S = {(x1, 3−x1), x1 ∈ [0, 3]}.

Il est facile de voir que S est un ensemble convexe. Voir figure 1.10e. Autrement dit, l’ensemble est
défini par

A

(
x1

x2

)
≤ b, où A =

(
1 1
−1 −1

)
, b =

(
3
3

)
.

Les vecteurs u et v sont donnés par les lignes de la matrice A.



Pol
yc

op
ié
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uTx ≥ 4

u=(1, 1.5)

(a) Simple inégalité 1

uTx ≤ 4

u=(1, 1.5)

(b) Simple inégalité 2

(0,0)

(0,3)

(3,0)

v=(1,1)

(c) Exemple 1

8 CHAPTER 1. THE BASIC CONCEPTS

a1

a2

a3 aT
3 x = α3

{x : aT
1 x ≤ α1, aT

2 x ≤ α2, aT
3 x ≤ α3}

Figure 1.4: Linear system and polyhedron

x2 ≥ 0 in the variables x1, x2. The solution set is the set of points (x1, 3 − x1)
where 0 ≤ x1 ≤ 3. This linear system may be written differently. For instance,
an equivalent form is x1 + x2 ≤ 3, −x1 − x2 ≤ −3, −x1 ≤ 0, −x2 ≤ 0. Here we
only have ≤-inequalities and these two systems clearly have the same solution
set. From this small example, it should be clear that any linear system may easily
be converted to a system (in the same variables) with only linear inequalities of
≤-form, i.e., a linear system ax ≤ b. Motivated by these considerations, we define
a polyhedron in IRn as a set of the form {x ∈ IRn : Ax ≤ b} where A ∈ IRm,n andpolyhedron

b ∈ IRm (m is arbitrary, but finite). Thus, a polyhedron is the solution set of a
linear system Ax ≤ b, see Fig. 1.4. As we observed, this means that the solution
set of any linear system is a polyhedron. Moreover, by repeating the argument of
Exercise 1.3.1 we have the following result.

Proposition 1.4.1 (Polyhedra). The solution set of any linear system in the
variable x ∈ IRn is a polyhedron. Every polyhedron is a convex set.

Project 1.1 (Different LP forms). Often LP problems are written in different
forms than the one in (1.2). For instance, the feasible set may one of the following
ones

P0 = {x0 ∈ IRn0 : A0x0 ≤ b0, x0 ≥ O};

P1 = {x1 ∈ IRn1 : A1x1 = b1, x1 ≥ O};

P2 = {x2 ∈ IRn2 : A2x2 ≤ b2}.

(1.4)

All these sets are polyhedra as explained above. You are now asked to work out
that these three sets are “equally general” in the sense that each Pi may be
written as a set Pj for all i and j. We have already mentioned how one can write
P0 and P1 in the form P2 (rewriting each equation as a pair of ≤-inequalities).
Note that, in this process, we could use the same number of variables (so, for

(d) Plusieurs inégalités

(0,0)

(0,3)

(3,0)

u=(-1,-1)

v=(1,1)

(e) Exemple 2

(0,0)

u=(0,1)

v=(1,-1/4)

w=(-1,-1)

(f) Exemple 3

Figure 1.10 – polyèdres du plan
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1.2.2 Théorème de Caratheodory

Théorème 1.2.1 (Caratheodory pour les enveloppes convexes). Soit S ⊂ Rn. Tout point x ∈ co(S)
peut s’écrire comme une combinaison convexe de m points affinement indépendants dans S tels que
m ≤ n+ 1, voir figure 1.11.

Théorème 1.2.2 (Caratheodory pour les cones). Soit S ⊂ Rn. Tout point x ∈ cone(S) peut s’écrire
comme une combinaison positive de m points linéairement indépendants dans S tels que m ≤ n.

30 CHAPTER 2. CONVEX HULLS AND CARATHÉODORY’S THEOREM

x

Figure 2.7: Carathéodory’s theorem

these numbers must be positive, say that µ1 > 0. We now multiply the equation∑
j µjxj = O by a nonnegative number α and subtract the resulting equation

from the equation x =
∑

j λjxj . This gives

x =
∑

j

(λj − αµj)xj .

When α = 0 this is just our original representation of x. But now we gradually
increase α from zero until one of the coefficients λj − αµj becomes zero, say this
happens for α = α0. Recall here that each λj is positive and so is µ1. Then each
coefficient λj−α0µj is nonnegative and at least one of them is zero. But this means
that we have found a new representation of x as a convex combination of t − 1
vectors from S. Clearly, this reduction process may be continued until we have
x written as a convex combination of, say, m affinely independent points in S.
Finally, there are at most n+1 affinely independent points in IRn so m ≤ n+1.

There is a similar result for conical hulls which may be proved similarly (another
exercise!).

Theorem 2.5.2 (Carathéodory for cones). Let S ⊆ IRn. Then each x ∈ cone(S)
may be written as a nonnegative combination of (say) m linearly independent
points in S. In particular, m ≤ n.

Carathéodory’s theorem says that, for a given point x ∈ IRn in the convex hull of
a set S of points, we can write x as a convex combination of at most n+1 affinely
independent points from S. This, however, does not mean, in general, that there
is a “convex basis” in the sense that the same set of n + 1 points may be used
to generate any point x. Thus, the “generators” have to be chosen specifically
for each x. This is in contrast to the existence of a basis for linear subspaces. It
should be noted that a certain class of convex sets, simplices, discussed below,
has a “convex basis”; this is seen directly from the definitions below.

Figure 1.11 – Un point x comme une combinaison convexe

1.2.3 Programmes linéaires

Un programme linéaire consiste à résoudre maxx∈P cTx où P est un polyèdre. Nous allons traiter
deux classes de polyèdres.

Exemple 1.2.4. Soit c ∈ Rn, b ∈ Rm et A ∈ Rm×n. Un programme linéaire est un problème d’opti-
misation du type

max
x∈Rn

cTx, t.q. Ax = b, x ≥ 0.

Cela revient à maximiser
∑n

i=1 xici sur un ensemble convexe. Remarquons que les contraintes Ax =
b, x ≥ 0 définissent bien un polyèdre



A
−A
−I


x ≤



b
−b
0


 .

Notons A.,1, . . . , A.,n les colonnes de A. Supposons que m ≤ n. On a

P 6= ∅ ⇔ ∃x ∈ Rn, Ax = b,∀xi ≥ 0⇔
n∑

i=1

A.,ixi = b,∀xi ≥ 0⇔ b ∈ cone(A.,1, . . . , A.,n)

où A.,i ∈ Rm sont les colonnes de A. Autrement P non vide équivaut à b est une combinaison positive
d’éléments de Rm.

Or d’après le théorème de Caratheodory pour les cônes, il existe t colonnes linéairement indépen-
dantes représentant b comme une combinaison positive et t ≤ m ≤ n : b =

∑t
i=1 xiA

?
.,i. C’est à dire,

il existe x ∈ Rn tel que n − t composantes sont nulles et vérifiant Ax = b. Les composantes non-
nulles correspondent aux indices des colonnes linéairement indépendantes. Si un point x quelconque
du polyèdre s’écrit de cette façon, alors un point solution aura aussi n − t composantes nulles et t
composantes non nulles.

Exemple 1.2.5. Soit c ∈ Rn, b ∈ Rm et A ∈ Rm×n. Un programme linéaire est un problème d’opti-
misation du type

max
x∈Rn

cTx, t.q. Ax ≤ b.
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Si le polyèdre n’est pas borné, le programme d’optimisation n’a pas forcément de solutions. S’il est
borné, par le théorème de Motskin, le polyèdre peut se réécrire comme un polytope. Le théorème de
Caratheodory sur les enveloppes convexes s’applique : il existe t points affinement indépendants pour
représenter un point du polytope avec t ≤ n+ 1.

1.4. CONVEX SETS, CONES AND POLYHEDRA 7

feasible set

cT x : maximum value

cT x = const.

c

x∗

Figure 1.3: Linear programming
.

prove that a set is convex? The direct way is to use the definition as we did in
Example 1.3.1. Later we learn some other useful techniques. How can we verify
that a set S is not convex? Well, it suffices to find two points x1 and x2 and
0 ≤ λ ≤ 1 with the property that (1 − λ)x1 + λx2 ̸∈ S (you have then found a
kind of “hole” in S).

Example 1.4.1. (The unit ball) The unit ball in IRn is the set B = {x ∈ IRn :
∥x∥ ≤ 1}, i.e., the set of points with Euclidean distance at most one to the origin.
(So ∥x∥ = (

∑
j |xj |2)1/2 is the Euclidean, or l2-norm, of the vector x ∈ IRn). We

shall show that B is convex. To do this we use the definition of convexity combined
with the triangle inequality which says that

∥u + v∥ ≤ ∥u∥ + ∥v∥ for u, v ∈ IRn.

So let x, y ∈ B and λ ∈ [0, 1]. We want to show that (1−λ)x +λy ∈ B, i.e., that
∥(1 − λ)x + λy∥ ≤ 1. We use the triangle inequality (and norm properties) and
calculate ∥(1−λ)x+λy∥ ≤ ∥(1−λ)x∥+∥λy∥ = (1−λ)∥x∥+λ∥y∥ ≤ (1−λ)+λ = 1.
Therefore B is convex.

Exercise 1.4. Show that every ball B(a, r) := {x ∈ IRn : ∥x − a∥ ≤ r} is convex
(where a ∈ IRn and r ≥ 0).

Some examples of convex sets in IR2 are found in Fig. 1.2. linear

system
By a linear system we mean a finite set of linear equations and/or linear inequal-
ities involving variables x1, . . . , xn. For example, the set P in (1.3) was defined as
the solution set of a linear system. Consider the linear system x1+x2 = 3, x1 ≥ 0,

Figure 1.12 – Résolution graphique d’un problème linéaire

Proposition 1.2.3. Pour un polyèdre borné P ⊂ Rn dont on note sj les sommets, le programme
linéaire maxx∈P cTx a pour solution l’enveloppe convexe co({sj , j ∈ J}), où l’ensemble J désigne les
indices réalisant le maximum J = {j ∈ N, cT sj = v} et v = maxj∈N cT sj, voir figure 1.12.

Démonstration. Si le polyèdre P est borné, on peut montrer par le théorème général des polyèdres
de Motzkin que P peut se réécrire comme un polytope de (sj)j les sommets. Par le théorème de
Caratheodory, seul au plus t points p1, . . . , pt de P permettent de représenter un élément du polyèdre
avec t ≤ n+ 1. Considérons donc le programme linéaire

max
x∈P

cTx, t.q. P = co({p1, . . . , pt}) ⊂ Rn.

Comme P est un polytope, n’importe quel point x ∈ P s’écrit comme une combinaison convexe des
éléments pi

x =

t∑

i=1

λipi, où

t∑

i=1

λi = 1, λi ≥ 0.

Notons que la décomposition n’est pas forcément unique, voir figure 1.11. Donc pour tout x ∈ P , on a

cTx = cT

(
t∑

i=1

λipi

)
=

t∑

i=1

λic
T pi ≤

t∑

i=1

λi max
i=1,...,t

cT pi = max
i=1,...,t

cT pi

t∑

i=1

λi = max
i=1,...,t

cT pi = v.

On a donc une borne pour l’ensemble des solutions optimales. La borne est atteinte pour l’ensemble
J des j tels que cT pj = v, i.e. pour des x du type

∑
j∈J λjpj avec λj > 0. Autrement dit, les

solutions appartiennent à co({pj , j ∈ J}), voir figure 1.12. La solution est atteinte sur un des points
extrêmaux.

Cette méthode trouve son intérêt si P est un polyèdre fermé s’exprimant comme un polytope, où le
nombre de points extrêmaux est faible. Cette méthode graphique n’est pas adaptée pour la résolution
générique des programmes linéaires : la méthode du simplexe est l’alternative fiable.
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1.3 Théorème de séparation

1.3.1 Quelques définitions

Définition 1.3.1 (Hyperplan). L’ensemble H ⊂ Rn est un hyperplan de l’espace vectoriel (Rn,+, .)
s’il est de la forme H = {x, aTx = α} pour α ∈ R et a 6= 0 ∈ Rn. Le vecteur a est appelé le vecteur
normal de H. L’hyperplan sera noté Ha,α.

Définition 1.3.2 (Demi-espace). Par construction, un hyperplan Ha,α sépare l’espace en deux. On
définit les demi-espaces suivants

H+
a,α = {x, aTx ≥ α}, H−a,α = {x, aTx ≤ α}.

Définition 1.3.3 (Hyperplan supportant). Un hyperplan H supporte un ensemble S ⊂ Rn si on a
— H+ ⊂ S ou H− ⊂ S,
— H ∩ S 6= ∅.

De plus, H est dit supporté S à x lorsque x ∈ H ∩ S.

Définition 1.3.4 (Hyperplan séparateur). Un hyperplan H sépare deux ensembles S, T ⊂ Rn lorsque
S ⊂ H− et T ⊂ H+ ou vice versa. On dit aussi que S et T sont proprement séparés par H. Voir figure
1.13. 40 CHAPTER 3. PROJECTION AND SEPARATION

S

T

H hyperplane

Figure 3.2: Separation

Proof. Note that a is nonzero as x ̸∈ C while pC(x) ∈ C. Then H is the hyper-
plane with normal vector a and given by aT y = α = aT pC(x). We shall show
that C is contained in the halfspace H−. So, let y ∈ C. Then, by (3.2) we have
(x − pC(x))T (y − pC(x)) ≤ 0, i.e., aT y ≤ aT pC(x) = α as desired.

We now explain the concept of separation of sets. It is useful to extend our
notation for hyperplanes and halfspaces as follows:

Ha,α := {x ∈ IRn : aT x = α};

H−
a,α := {x ∈ IRn : aT x ≤ α};

H+
a,α := {x ∈ IRn : aT x ≥ α}.

Here the normal vector a is nonzero as usual. Consider two sets S and T in IRn. We
say that the hyperplane Ha,α separates S and T if S ⊆ H−

a,α and T ⊆ H+
a,α or viceseparating

hyperplane versa. See Fig. 3.2 for an example in IR2. Note that both S and T may intersect
the hyperplane Ha,α in this definition, in fact, they may even be contained in the
hyperplane. The special case where one of the sets S and T has a single point is
important and will be discussed soon.

There are some stronger notions of separation, and we are here concerned with
one of these. We say that the hyperplane Ha,α strongly separates S and T if therestrong

separation is an ϵ > 0 such that S ⊆ H−
a,α−ϵ and T ⊆ H+

a,α+ϵ or vice versa. This means that

aT x ≤ α − ϵ for all x ∈ S;

aT x ≥ α + ϵ for all x ∈ T .

Exercise 3.3. Give an example of two disjoint sets S and T that cannot be
separated by a hyperplane.

Figure 1.13 – Un hyperplan séparateur

Exemple 1.3.5. Dans R, S =]−∞, 1] et T = [1,+∞[ sont séparés par H(1),1.
Dans R2,
— S = {x ∈ R2, x1 ≥ −1, x2 = 0} et T = [0, 1]× [3, 5] sont séparés par H(−1,1),1.
— S = {x ∈ R2, x ≤ 1} et T = {x ∈ R2, x ≥ 1} sont séparés par H(1,0),0.
— S = B(1,1),1 et T = B(−1,1),1/2 sont séparés par H(1,0),0.

Définition 1.3.6 (Séparation forte). Deux ensembles S, T ⊂ Rn sont fortement séparés lorsqu’il existe
deux hyperplans parallèles distincts séparants S et T . C’est à dire il existe a ∈ Rn tel que pour α 6= β,
Ha,α et Ha,β sont des hyperplans séparateurs.

Proposition 1.3.1 (Caractérisation des hyperplans séparateurs). Deux ensembles S, T ⊂ Rn sont
proprement séparés lorsque

∃a ∈ Rn, sup
x∈S

aTx ≤ inf
y∈T

aT y et inf
x∈S

aTx < sup
y∈T

aT y.

Deux ensembles S, T ⊂ Rn sont fortement séparés lorsque

∃a ∈ Rn, sup
x∈S

aTx < inf
y∈T

aT y.
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1.3.2 Théorème de séparation

Définition 1.3.7 (intérieur relatif). L’intérieur relatif d’un ensemble X ⊂ Rn est l’ensemble des
points x tels que

∃r > 0, B(x, r) ∩Aff(X) ⊂ X,
où Aff(X) = {∑m

i=1 λixi, ∀i = 1, . . . ,m, xi ∈ X,
∑m

i=1 λi = 1} et B(x, r) est la boule centrée en x et
de rayon r. Notons que ri(X) ⊂ X ⊂ cl(X) ⊂ Aff(X).

Théorème 1.3.2 (Théorème de séparation). Deux ensembles convexes non-vides S, T ⊂ Rn peuvent
proprement séparés ssi leur intérieurs relatifs sont disjoints, i.e.

ri(S) ∩ ri(T ) = ∅.
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Chapitre 2

Fonctions convexes univariées (4,5
séances)

2.1 Fonctions convexes

Définition 2.1.1 (Fonction convexe). Une fonction f : R 7→ R est convexe si pour tout λ ∈]0, 1[ et
pour tout x, y ∈ R,

f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y).

Si l’inégalité est stricte, on parle de fonction strictement convexe.

Exemple 2.1.2 (Application linéaire). Soit f(x) = ax pour a ∈ R. Il est facile de voir

f(λx+ (1− λ)y) = λax+ (1− λ)ay = λf(x) + (1− λ)f(y)

pour tout x, y ∈ R et pour tout λ ∈]0, 1[

Exemple 2.1.3 (Application constante puis affine). Soit f(x) = a(x − b)11x≥b pour a ≥ 0 et b ∈ R.
Pour tout x ≤ y ∈ R et pour tout λ ∈]0, 1[, on a

f(λx+ (1− λ)y) = a(λx+ (1− λ)y − b)11λx+(1−λ)y ≥b.

— Si x ≤ y ≤ b, alors f(x) = f(y) = 0 = f(λx+ (1− λ)y).
— Si x ≤ b < y, alors f(x) = 0, f(y) = a(y − b) et f(λx+ (1− λ)y) = 0 ou a(λx+ (1− λ)y − b)

suivant si λx+ (1− λ)y ≤ b ou λx+ (1− λ)y > b. Dans le premier cas, l’inégalité est vérifiée.
Dans le second cas,

aλx+ a(1− λ)y − ab = aλ (x− b)︸ ︷︷ ︸
≤0

+a(1− λ)(y − b) ≤ (1− λ)a(y − b)

— si b < x ≤ y, alors on retrouve le cas linéaire f(λx+ (1− λ)y) = λf(x) + (1− λ)f(y).

Exemple 2.1.4 (Application quadratique). Considérons f(x) = x2. Pour tout x ≤ y ∈ R et pour
tout λ ∈]0, 1[, on a

f(λx+ (1− λ)y) = (λx+ (1− λ)y)2 = λ2x2 + (1− λ)2y2 + 2λ(1− λ)xy

= λx2 + (1− λ)y2 + x2(λ2 − λ) + y2(λ2 − λ) + 2λ(1− λ)xy

= λf(x) + (1− λ)f(y) + λ (λ− 1)︸ ︷︷ ︸
≤0

(x− y)2 ≤ λf(x) + (1− λ)f(y)

15
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68 CHAPTER 5. CONVEX FUNCTIONS

x z = (1 − λ)x + λy y

f(z)

(1 − λ)f(x) + λf(y)

Figure 5.1: Convex function

geometrical viewpoint also leads to an understanding of the growth of convex
functions. To describe this we introduce some simple notation. Let f : IR → IR
be any function. For every x ∈ IR we define the point Px = (x, f(x)) which then
lies on the graph of f . When x < y we let slope(Px, Py) denote the slope of the
line segment PxPy between Px and Py, so

slope(Px, Py) = (f(y) − f(x))/(y − x).

The following lemma is illustrated in Fig. 5.2.

Lemma 5.1.1 (Slopes). Let x1 < x2 < x3. Then the following statements are
equivalent:

(i) Px2 is below the line segment Px1Px3;

(ii) slope(Px1, Px2) ≤ slope(Px1 , Px3);

(iii) slope(Px1, Px3) ≤ slope(Px2 , Px3).

Exercise 5.1. Prove this lemma.

A direct consequence of the lemma is the following characterization of a convex
function defined on the real line.

Proposition 5.1.2 (Increasing slopes). A function f : IR → IR is convex if and
only if for each x0 ∈ IR the slope function

x → (f(x) − f(x0))/(x − x0).

is increasing on IR \ {x0}.
Exercise 5.2. Show that the sum of convex functions is a convex function, and
that λf is convex if f is convex and λ ≥ 0 (here λf is the function given by
(λf)(x) = λf(x)).

Figure 2.1 – Point de vue géométrique de la propriété de convexité

Proposition 2.1.1. Soient f : R 7→ R et x1 < x2 < x3. Notons les points du plan Pi = (xi, f(xi))
pour i = 1, 2, 3. La pente entre Pi et Pj est définie par

D(i, j) =
f(xi)− f(xj)

xi − xj
.

L’inégalité des trois pentes est

P2 est en dessous de la ligne [P1, P3]⇔ D(1, 2) ≤ D(1, 3)⇔ D(1, 3) ≤ D(2, 3).

Démonstration. Le graph de la fonction f définis par les points (x, f(x))x∈R révèle des propriétés de
celle-ci. Montrons que

P2 en dessous ligne [P1, P3]⇔ D(1, 2) ≤ D(1, 3)⇔ D(1, 3) ≤ D(2, 3).

(1)⇒ (2) On a pour tout λ ∈ [0, 1],

f(x2) ≤ λf(x1) + (1− λ)f(x3)⇔ f(x2)− f(x1) ≤ (1− λ)(f(x3)− f(x1))

⇔ f(x2)− f(x1)

x2 − x1
≤ (1− λ)

f(x3)− f(x1)

x2 − x1

Comme 0 ≤ 1− λ ≤ 1, x2 − x1 < x3 − x1, on choisit λ tel que

x2 − x1

1− λ = x3 − x1

Ainsi D(1, 2) ≤ D(1, 3).
(2)⇒ (3) On a

f(x2)− f(x1)

x2 − x1
≤ f(x3)− f(x1)

x3 − x1

⇔ (f(x2)− f(x1))(x3 − x1) ≤ (f(x3)− f(x1))(x2 − x1)

⇔ (f(x2)− f(x1))(x3 − x1) ≤ (f(x3)− f(x1))(x2 − x3 + x3 − x1)

⇔ (f(x2)− f(x3))(x3 − x1) ≤ (f(x3)− f(x1))(x2 − x3)

⇔ (f(x2)− f(x3))(x3 − x1) ≤ −(f(x3)− f(x1))(x3 − x2)

⇔ f(x2)− f(x3)

x3 − x2
≤ −f(x3)− f(x1)

x3 − x1

⇔ f(x3)− f(x2)

x3 − x2
≥ f(x3)− f(x1)

x3 − x1

Donc D(1, 3) ≤ D(2, 3).
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(3)⇒ (1) On a

f(x3)− f(x1)

x3 − x1
≤ f(x3)− f(x2)

x3 − x2
⇔ (f(x3)− f(x1))(x3 − x2) ≤ (f(x3)− f(x2))(x3 − x1)

⇔ f(x2)(x3 − x1) ≤ f(x3)(x2 − x1) + f(x1)(x3 − x2)

⇔ f(x2) ≤ f(x3)
x2 − x1

x3 − x1︸ ︷︷ ︸
1−p(x2)

+f(x1)
x3 − x2

x3 − x1︸ ︷︷ ︸
p(x2)

⇔ f(x2) ≤ p(x2)f(x1) + (1− p(x2))f(x3)

Autrement pour tout x2, D(1, 3) ≤ D(2, 3) équivaut à f(x2) ≤ p(x2)f(x1) + (1 − p(x2))f(x3)
où p(x2) ∈ [0, 1].

Proposition 2.1.2. f : R 7→ R est convexe ssi pour tout x0 ∈ R, le coefficient de pente

D : x 7→ f(x)− f(x0)

x− x0

est croissante sur R \ {x0}. En particulier, on a l’inégalité des trois pentes

a < b < c⇒ f(a)− f(b)

a− b ≤ f(a)− f(c)

a− c ≤ f(b)− f(c)

b− c .

Démonstration. Par la remarque précédente, pour tout x2, P2 est en dessous de la ligne [P1, P3]
(x1 < x2 < x3) équivaut à D(1, 3) ≤ D(2, 3) pour tout x1 < x2 < x3. On prend x0 = x3.

Définition 2.1.5 (Fonction convexe sur I). Pour un intervalle I, une fonction f : I ⊂ R 7→ R est
convexe si pour tout λ ∈]0, 1[ et pour tout x, y ∈ I,

f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y).

Si l’inégalité est stricte, on parle de fonction strictement convexe.

2.2 Inégalités pour les fonctions convexes

2.2.1 Inégalités

Théorème 2.2.1 (Inégalités de Jensen). Soit f : I ⊂ R 7→ R une fonction convexe. Pour tout
x1 < · · · < xn et λ1, . . . , λn ∈ [0, 1] tel que

∑n
i=1 λi = 1, alors

f

(
n∑

i=1

λixi

)
≤

n∑

i=1

λif(xi).

Si f est concave, alors l’inégalité est inversée.

Démonstration. Similaire à la proposition 1.1.6.
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2.2.2 Application en probabilité et statistique

Exemple 2.2.1. Si les xi représentent les valeurs possibles d’une variable aléatoire discrète X avec
les probabilités λi, alors on a l’inégalité suivante sur l’espérance

f(E(X)) ≤ E(f(X)).

moyennes arithmétique, géométrique et harmonique

Exemple 2.2.2 (Moyennes). Soit x1, . . . , xn un ensemble de n observations positives. On définit les
moyennes arithmétiques, géométriques et harmoniques par

x̄n =
1

n

n∑

i=1

xi, gx,n =

(
n∏

i=1

xi

)1/n

, hx,n =
n
n∑
i=1

1
xi

.

En utilisant l’inégalité de Jensen, on obtient gx,n ≤ x̄n et hx,n ≤ x̄n. En effet,

f(x) = − log(x),∀i = 1, . . . , n, λi = 1/n.

Comme f est convexe,

f

(
n∑

i=1

λixi

)
≤

n∑

i=1

λif(xi)⇔ − log

(
n∑

i=1

1

n
xi

)
≤

n∑

i=1

(− 1

n
) log(xi)⇔ log

(
n∑

i=1

1

n
xi

)
≥ 1

n

n∑

i=1

log(xi)

En prenant l’exponentielle de chaque coté, on a

n∑

i=1

1

n
xi ≥ exp(

1

n

n∑

i=1

log(xi))⇔ x̄n ≥
(

n∏

i=1

xi

) 1
n

Choisissons g(x) = 1/x qui est aussi convexe.

g

(
n∑

i=1

λixi

)
≤

n∑

i=1

λig(xi)⇔ 1/

(
n∑

i=1

1

n
xi

)
≤

n∑

i=1

(
1

n
)1/(xi)⇔ 1/

(
n∑

i=1

1

n
xi

)
≤ 1

n

n∑

i=1

1

xi

En prenant l’inverse, on obtient

x̄n ≥
1

1
n

∑n
i=1

1
xi

= hx,n.

2.3 Lien avec les ensembles convexes

Définition 2.3.1 (Epigraphe). Pour une fonction f : I ⊂ R 7→ R, l’épigraphe se définit comme
epi(f) = {(x, y) ∈ I × R, y ≥ f(x)}.
Théorème 2.3.1. Pour une fonction f : I ⊂ R 7→ R, f est convexe ⇔ epi(f) est un ensemble convexe
de R2.

Démonstration. ⇒ Soient z1 = (x1, y1), z2 = (x2, y2) ∈ epi(f) et λ ∈ [0, 1]. Par définition,

y1 ≥ f(x1), y2 ≥ f(x2) ⇒ λy1 ≥ λf(x1), (1− λ)y2 ≥ (1− λ)f(x2).

Ainsi λy1 + (1− λ)y2 ≥ λf(x1) + (1− λ)f(x2). Or par convexité de f λf(x1) + (1− λ)f(x2) ≥
f(λx1 + (1− λ)x2). Donc

λy1 + (1− λ)y2 ≥ f(λx1 + (1− λ)x2),

i.e. λz1 + (1− λ)z2 ∈ epi(f).
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⇐ Soient x1, x2 ∈ I et λ ∈ [0, 1]. On pose xλ = λx1 + (1 − λ)x2. Il est naturel que (xi, f(xi)) ∈
epi(f). Par convexité de l’épigraphe,

λ(x1, f(x1)) + (1− λ)(x2, f(x2)) ∈ epi(f),

i.e. (xλ, λf(x1) + (1− λ)f(x2)) ∈ epi(f). Donc f(xλ) ≤ λf(x1) + (1− λ)f(x2).

2.4 Cas des fonctions dérivables

2.4.1 Rappel sur la dérivée

Définition 2.4.1 (Dérivée à gauche/droite). Une fonction f : I ⊂ R 7→ R est dérivable à gauche en
x0 lorsque la limite existe

lim
x→x−0

f(x)− f(x0)

x− x0
= f ′−(x0).

f est dérivable à droite en x0 lorsque la limite existe

lim
x→x+0

f(x)− f(x0)

x− x0
= f ′+(x0).

Si la limite existe en tout point x0 ∈ I, alors f est dérivable à gauche ou à droite sur I.

Définition 2.4.2 (Dérivable). Une fonction f : I ⊂ R 7→ R est dérivable en x0 lorsque f ′−(x0) et
f ′+(x0) existent et f ′−(x0) = f ′+(x0) = f ′(x0). Si la limite existe en tout point x0 ∈ I, alors f est
dérivable sur I.

Exemple 2.4.3. Les polynômes, les fonctions trigonométrique, les fonctions logarithme et exponen-
tielle sont des fonctions dérivables.

Définition 2.4.4 (Ck). Une fonction f : I ⊂ R 7→ R est de classe Ck si la fonction f est k dérivable
sur I et f (k) est continue sur I.

2.4.2 Caractérisation

Proposition 2.4.1 (Caractérisation). Soit f : I ⊂ R 7→ R une fonction convexe.
— Si f est différentiable sur I, alors f convexe sur I ⇔ f ′ est croissante sur I.
— Si f est deux fois différentiable sur I, alors f convexe sur I ⇔ f ′′ est positif ou nul sur I.

Démonstration. Considérons f une fonction convexe et différentiable sur I. Il est évident que f convexe
⇒ f ′ croissant. Puisque par la propriété 2.1.2, pour tout x ≤ y et x0 ∈ R,

f(x)− f(x0)

x− x0
≤ f(y)− f(x0)

y − x0
.

En prenant la limite lorsque x0 → x, on obtient f ′(x) ≤ f(y)−f(x)
y−x et lorsque x0 → y, on obtient

f(y)−f(x)
y−x ≤ f ′(y). D’où f ′(x) ≤ f(y)−f(x)

y−x ≤ f ′(y).

Montrons que f ′ croissant ⇒ f convexe. Soit x < y < z. Par le théorème des accroissements finis,
il existe y0 ∈]x, y[ tel que

f ′(y0) =
f(x)− f(y)

x− y .
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De même il existe z0 ∈]y, z[ tel que

f ′(z0) =
f(y)− f(z)

y − z .

Comme f ′ est croissante et y0 < y < z0, on en déduit f ′(y0) ≤ f ′(z0) équivaut à

f(x)− f(y)

x− y ≤ f(y)− f(z)

y − z =
f(z)− f(y)

z − y .

On conclut par la propriété 2.1.2. Pour f deux fois différentiable c’est immédiat.

Exemple 2.4.5. Considérons pour a ≥ 0 et b ∈ R la fonction

f(x) = a(x− b)211[b,+∞[(x).

Vérifions la décidabilité en b.

lim
x→b−

f(x)− f(b)

x− b = lim
x→b−

0

x− b = 0

lim
x→b+

f(x)− f(b)

x− b lim
x→b+

a(x− b)2

x− b lim
x→b+

a(x− b) = 0.

Donc f ′−(b) = f ′+(b) = 0. La fonction f est bien dérivable en b. Autrement dit, f est dérivable sur R.
On a

f ′(x) = 2(x− b)11[b,+∞[(x).

Comme c’est une fonction croissante sur R, alors f est convexe sur R.

Exemple 2.4.6. Montrer que les fonctions définies sur R+ sont convexes : f(x) = x2, f(x) = |x|,
f(x) = xp pour p ≤ 1, f(x) = ex et f(x) = − log(x).

Proposition 2.4.2 (Dérivabilité). Soit f : I ⊂ R 7→ R une fonction convexe. f possède une dérivée
à gauche et à droit en tout point de l’intérieur de I. De plus pour x < y ∈ I,

f ′−(x) ≤ f ′+(x) ≤ f(y)− f(x)

y − x ≤ f ′−(y) ≤ f ′+(y)

En particulier f ′− et f ′+ sont croissantes.

Démonstration. Soient z un point intérieur de I et x < z < y. Par la propriété 2.1.2, la fonction
x 7→ f(x)−f(z)

x−z est croissante et borné par f(y)−f(z)
y−z . Ceci entraine f ′−(z) existe et telle que

f ′−(z) ≤ f(y)− f(z)

y − z .

En faisant tendre y → z+, alors on déduit f ′−(z) ≤ f ′+(z). Ainsi

f ′−(x) ≤ f ′+(x), f ′−(y) ≤ f ′+(y).

Par l’inégalité des pentes,

x < z < y ⇒ f(x)− f(z)

x− z ≤ f(x)− f(y)

x− y ≤ f(z)− f(y)

z − y .

Combiné avec

lim
z→x+

f(z)− f(x)

z − x = f ′+(x), lim
z→y−

f(z)− f(y)

z − y = f ′−(y)

donne le résultat.
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Proposition 2.4.3 (Continuité). Soit f : I ⊂ R 7→ R une fonction convexe. Pour tout a < b ∈ I, il
existe M > 0 tel que

∀x, y ∈ [a, b], |f(x)− f(y)| ≤M |x− y|.
Autrement dit f est localement Lipschitz continue (donc continue) sur l’intérieur de I.

Démonstration. Soient a < b ∈ I et x, y ∈ [a, b]. Pour x < y, on a a < x < y < b

f ′+(a) ≤ f(y)− f(x)

y − x ≤ f ′−(b)⇒
∣∣∣∣
f(y)− f(x)

y − x

∣∣∣∣ ≤ max(f ′−(b),−f ′+(a)) = M <∞

M est fini car les dérivées à gauche et à droite existent. La continuité est immédiate.

Proposition 2.4.4 (Ensemble de non-dérivabilité). Soit f : I ⊂ R 7→ R une fonction convexe. Notons
Z ⊂ I l’ensemble des points où f n’est pas dérivable. Z est un ensemble dénombrable.

Démonstration. Par la propriété 2.4.2, on a pour tout z ∈ I, f ′−(z) ≤ f ′+(z). En particulier pour tout
z ∈ Z pour lequel on a f ′−(z) < f ′+(z) puisque non différentiable. On définit une fonction r par

Z 7→ Q
z 7→ r(z) t.q. f ′−(z) < r(z) < f ′+(z).

Pour z < z′, on a par 2.4.2

f ′−(z) < r(z) < f ′+(z) ≤ f(z)− f(z′)
z − z′ ≤ f ′−(z′) < r(z′) < f ′+(z′)⇒ r(z) < r(z′).

Comme f est une fonction strictement croissante sur Z, elle est injective avec Q. Q étant dénombrable
alors Z est au plus dénombrable. C’est équivalent à regarder les points de discontinuités de la fonction
croissante f ′−.

Exemple 2.4.7 (Exemple tordu). Considérons une fonction ϕ : N? 7→ Q∩]0, 1[ bijective. Définissons

s :
]0, 1[×N?

(x, n)
7→ R
s(x, n)

, où s(x, n) =

{
1/2n si ϕ(n) < x
0 si ϕ(n) ≥ x .

On définit f :]0, 1[7→]0, 1[ par

f(x) =
+∞∑

n=1

s(x, n).

Donc f est strictement croissante et discontinue en tout point rationnel. Enfin la fonction convexe est
définie par intégration F :]0, 1[7→]0, 1[ par F (x) =

∫ x
0 f(t)dt. Par construction elle est discontinue et

convexe par croissance de sa fonction “dérivée”.

Proposition 2.4.5 (Hypothèse affaiblie). Soit f : I ⊂ R 7→ R une fonction continue. Si f vérifie

∀x, y ∈ R, f
(
x+ y

2

)
≤ f(x) + f(y)

2
,

alors f est convexe.

Démonstration. Montrons par récurrence que pour n ≥ 1, pour tout x, y ∈ R et p ∈ {0, 1, 2, . . . , 2p},
on a

f

(
p

2n
x+

2n − p
2n

y

)
≤ p

2n
f(x) +

2n − p
2n

f(y).
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— pour n = 1, la relation f
(
p
2x+ 2−p

2 y
)
≤ p

2f(x) + 2−p
2 f(y) découle de l’hypothèse (p = 1) ;

f(x) ≤ f(x) pour p = 0 ; f(y) ≤ f(y) pour p = 2.
— supposons la relation au rang n. Soit p ≤ 2n. On décompose le paquet

f

(
p

2n+1
x+

2n+1 − p
2n+1

y

)
= f

(
1

2

(
p

2n
x+

2n − p
2n

y

)
+

1

2

2ny

2n

)

≤ 1

2
f

(
p

2n
x+

2n − p
2n

y

)
+

1

2
f (y)

≤ 1

2

(
p

2n
f(x) +

2n − p
2n

f(y)

)
+

1

2
f (y)

≤ p

2n+1
f(x) +

2n+1 − p
2n+1

f(y).

Maintenant si λ ∈ [0, 1], il existe une suite (λn)n de la forme p/2n qui converge vers λ par densité de
Q dans R. En passant à la limite l’inégalité (car f est continue)

f

(
p

2n
x+

2n − p
2n

y

)
≤ p

2n
f(x) +

2n − p
2n

f(y),

on obtient la définition de la convexité

Proposition 2.4.6 (Caractérisation). Soit f : I ⊂ R 7→ R une fonction différentiable. On a les
équivalences suivantes

1. f est convexe sur I.

2. ∀x, y ∈ I, f(x) ≥ f(y) + f ′(y)(x− y).

3. ∀x, y ∈ I, (f ′(x)− f ′(y))(x− y) ≥ 0.

Démonstration. (1)⇒ (2) Soient x, y ∈ I et λ ∈ [0, 1]. On a

f(y + λ(x− y)) = f(λx+ (1− λy)) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y) = f(y) + λ(f(x)− f(y))

Donc

f(y + λ(x− y))− f(y)

λ
≤ f(x)− f(y)

⇒ f(y + λ(x− y))− f(y)

λ
− f ′(y)(x− y) ≤ f(x)− f(y)− f ′(y)(x− y)

⇒ f(y + δ)− f(y)

δ/(x− y)
− f ′(y)(x− y) ≤ f(x)− f(y)− f ′(y)(x− y)

⇒ lim
δ→0

f(y + δ)− f(y)

δ
(x− y)− f ′(y)(x− y) = 0 ≤ f(x)− f(y)− f ′(y)(x− y)

(2)⇒ (3) On a donc x, y ∈ I

f(x) ≥ f(y) + f ′(y)(x− y) et f(y) ≥ f(x) + f ′(x)(y − x),

par symétrie. En les additionant, on trouve

f(y) + f(x) ≥ f(x) + f(y) + f ′(x)(y − x) + f ′(y)(x− y)

⇔ 0 ≥ (f ′(y)− f ′(x))(x− y)

⇔ (f ′(x)− f ′(y))(x− y) ≥ 0
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(3)⇒ (1) Soient x, y ∈ I. Sans perte de généralités, x ≤ y. On pose g(t) = f(x + t(y − x)) pour
t ∈ [0, 1]. Soient t1 ≤ t2 ∈ [0, 1]. On a

g′(t2)− g′(t1) =
(
f ′(x+ t2(y − x))− f ′(x+ t1(y − x))

)
(y − x)

En posant zi = x+ ti(y − x), on a z1 − z2 = (t1 − t2)(y − x) et

(t2 − t1)(g′(t2)− g′(t1)) =
(
f ′(x+ t2(y − x))− f ′(x+ t1(y − x))

)
(y − x)(t2 − t1)

= (f ′(z2)− f ′(z1))(z2 − z1) ≥ 0 par hypothèse.

Comme t2−t1 ≥ 0, on en déduit que g′(t2)−g′(t1) ≥ 0. Donc g′ est croissante, ainsi g est convexe
par la propriété 2.4.1. Or f(z) = g((z − x)/(y − x)) pour z ∈ [x, y]. En posant h : z 7→ z−x

y−x ,

on a f = g ◦ h. Autrement dit, f ′ = g′ ◦ h × h′ avec g′ croissante, h croissante et h′ constante
positive donc f ′ est croissante, i.e. f convexe.

2.5 Opérations préservant la convexité

Proposition 2.5.1. Soient f, g : I ⊂ R 7→ R deux fonctions convexes.

1. λf est convexe pour λ ≥ 0.

2. f + g est convexe sur I.

3. max(f, g) est convexe (valable aussi pour un nombre fini).

Démonstration. 1. epi(λf) = {(x, y), y ≥ λf(x)}. Soient z1 = (x1, y1), z2 = (x2, y2) ∈ epi(λf) et
µ ∈ [0, 1].

yi ≥ λf(xi)

⇒ µy1 + (1− µ)y2 ≥ µλf(x1) + (1− µ)λf(x2)

⇔ µy1 + (1− µ)y2 ≥ λ(µf(x1) + (1− µ)f(x2)) ≥ λf(µx1 + (1− µ)x2)

Donc µz1 + (1− µ)z2 ∈ epi(λf).

2. epi(f+g) = {(x, y), y ≥ f(x)+g(x)}. Soient z1 = (x1, y1), z2 = (x2, y2) ∈ epi(f+g) et µ ∈ [0, 1].

yi ≥ f(xi) + g(xi)

⇒ µy1 + (1− µ)y2 ≥ µ(f(x1) + g(x1)) + (1− µ)(f(x2) + g(x2))

⇔ µy1 + (1− µ)y2 ≥ µf(x1) + (1− µ)f(x2) + µg(x1) + (1− µ)g(x2)

⇔ µy1 + (1− µ)y2 ≥ f(µx1 + (1− µ)x2) + g(µx1 + (1− µ)x2)

Donc µz1 + (1− µ)z2 ∈ epi(f + g).

3.

epi(max(f, g)) = {(x, y), y ≥ max(f(x), g(x))} = {(x, y), y ≥ f(x), y ≥ g(x)}
= {(x, y), y ≥ f(x)} ∩ {(x, y), y ≥ g(x)} = epi(f) ∩ epi(g)

Comme l’intersection de deux ensembles convexes est convexe, il est naturel que max(f, g) soit
convexe.
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78 CHAPTER 5. CONVEX FUNCTIONS

: f
: g
: max {f, g}

Figure 5.6: Maximum of convex functions

Exercise 5.10. By the result above we have that if f and g are convex functions,
then the function max{f, g} is also convex. Prove this result directly from the
definition of a convex function.

Example 5.2.1. (The sum norm) The l1-norm, or sum norm, of a vector x ∈ IRnsum norm

is defined by

‖x‖1 =

n∑

j=1

|xj |.

This defines a function f(x) = ‖x‖1 from IRn to IR. This function is convex which
can be seen as follows. First, we note that each of the functions x → xj and
x → −xj are linear and therefore convex. Thus, the maximum of these functions,
i.e., the function x → |xj|, is also convex, by Corollary 5.2.4. This holds for every
j and so the sum of these functions, namely f , is also convex.support

function Example 5.2.2. (The support function) Let P be a polytope in IRn, say P =
conv({v1, . . . , vt}). We are interested in LP problems given by

ψP (c) := max{cT x : x ∈ P}.

Thus, ψP (c) denotes the optimal value of this LP problem, the function ψP is
called the support function (or value function) of P . We consider P fixed, and
want to examine the behavior of ψP . We claim that ψP is a convex function. To
see this, note first that each of the functions fj : c → cT vj is linear and therefore
convex. Thus, by Corollary 5.2.4, the maximum of these functions is also convex.
So, what is this maximum? We have for each c ∈ IRn that

max
j

cT vj = max{cT x : x ∈ P} = ψP (c)

since the optimal value of every LP problem over P is attained in one of the
extreme points (which is a subset of {v1, . . . , vt}). It follows that the support
function ψP is convex.

Figure 2.2 – Opération maximum de deux fonctions

Proposition 2.5.2. Soient I, J ⊂ R deux intervalles de R. Pour f : J 7→ R et g : I 7→ J deux
fonctions réelles, on définit la composée f ◦ g de f par g comme f ◦ g(x) = f(g(x)).

— Si f et g sont convexes et f croissante alors f ◦ g est convexe.
— Si f et g sont différentiables sur I et J respectivement, alors f ◦g convexe⇔ g′×f ′◦g croissante

sur I.
— Si f et g sont deux fois différentiables sur I et J respectivement, alors f ◦ g convexe ⇔ g′′(x)×

f ′ ◦ g(x) + (g′(x))2 × f ′′ ◦ g(x) ≥ 0 pour tout x ∈ I.
En particulier, si g est affine, il suffit que f soit convexe pour garantir f ◦ g soit convexe.

Démonstration. Soient x, y ∈ J et λ ∈ [0, 1]. Si f : I 7→ R est croissante et g : J 7→ I est convexe. (les
deux continues)

1. g convexe et x, y ∈ J
g(λx+ (1− λ)y) ≤ λg(x) + (1− λ)g(y)

2. f croissante et f convexe et g(x), g(y) ∈ I

f(g(λx+ (1− λ)y)) ≤ f(λg(x) + (1− λ)f(y)) ≤ λf(g(x)) + (1− λ)f(g(y))

3. autrement dit
f(g(λx+ (1− λ)y)) ≤ λf(g(x)) + (1− λ)f(g(y))

donc f ◦ g convexe.

On a (f ◦ g)′(x) = g′(x)× f ′ ◦ g(x) et (f ◦ g)′′(x) = g′′(x)× f ′ ◦ g(x) + (g′(x))2 × f ′′ ◦ g(x). Par la
proposition 2.4.1, c’est immédiat.

Exemple 2.5.1. Par exemple g(x) = ax+ b et f(x) = x2, on a que f ◦ g(x) = (ax+ b)2 est convexe
sur R.

2.6 Variations sur la convexité

2.6.1 Fonctions concaves

Définition 2.6.1 (Fonction concave sur I). Une fonction f : I ⊂ R 7→ R est concave si −f est
convexe. Autrement dit pour tout λ ∈]0, 1[ et pour tout x, y ∈ I,

f(λx+ (1− λ)y) ≥ λf(x) + (1− λ)f(y).

Si l’inégalité est stricte, on parle de fonction strictement concave.

Remarque 2.6.1. Les fonctions f : I ⊂ R 7→ R convexes et concaves sont les fonctions affines, i.e.
f(x) = ax+ b.
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Exemple 2.6.2. Avec des arguments du même type qu’au début du chapitre, on montre que f(x) =
−x2 est concave sur R.

Définition 2.6.3 (Hypographe). Pour une fonction f : I ⊂ R 7→ R, l’hypographe se définit comme
hyp(f) = {(x, y) ∈ I × R, y ≤ f(x)}.

Théorème 2.6.2. Pour une fonction f : I ⊂ R 7→ R, f est concave ⇔ hyp(f) est un ensemble
convexe de R2.

Démonstration. Immédiat

2.6.2 Fonctions log-convexes et log-concaves

Définition 2.6.4 (Fonction log-concave/log-convexe sur I). Une fonction f : I ⊂ R 7→ R+ est log-
convexe (log-concave) si log(f) est convexe ( resp. si log(f) est concave). Autrement dit pour tout
λ ∈]0, 1[ et pour tout x, y ∈ I,

log(f(λx+ (1− λ)y)) ≤ (≥)λ log(f(x)) + (1− λ) log(f(y))⇔ f(λx+ (1− λ)y) ≤ (≥)f(x)λf(y)1−λ.

Proposition 2.6.3. Une fonction f : I ⊂ R 7→ R+ log-convexe est convexe sur I. Mais, une fonction
f : I ⊂ R 7→ R+ log-concave n’est pas forcément concave sur I.

Démonstration. Pour f log-convexe, on a

log(f(λx+ (1− λ)y)) ≤ λ log(f(x)) + (1− λ) log(f(y)) ≤ log(λf(x) + (1− λ)f(y)),

par concavité du log. Donc

f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y).

Donc f convexe.

Exemple 2.6.5 (densité de probabilité). Quelques exemples de probabilité :
— Loi exponentielle : f(x) = e−x est log-concave et log-convexe.
— Loi normale : f(x) = e−x

2/2 est log-concave mais pas concave.
— Loi logistique : f(x) = 1/(1 + ex) est log-concave.

2.7 Extrema des fonctions convexes univariées

2.7.1 Théorèmes

Théorème 2.7.1. Soit f : I ⊂ R 7→ R différentiable et convexe pour I un intervalle ouvert. On a les
équivalence suivantes pour x? ∈ I :

(1) x? est un minimum local de f , i.e. ∃r > 0,∀x ∈]x? − r, x? + r[, f(x?) ≤ f(x).
(2) x? est un minimum global de f , i.e. ∀x ∈ I, f(x?) ≤ f(x).
(3) f ′(x?) = 0.

Si f n’est pas différentiable, alors (3) devient 0 ∈ [f ′−(x?), f ′+(x?)] (toujours défini).

Démonstration. (1)⇒ (2) Supposons que x? est un minimum local de f sur J ⊂ I. Par construc-
tion x? ne peut être aux points extrêmes de J mais à l’intérieur. S’il existe y? ∈ I \ J tel que
y? soit le minimum global de f . Ainsi

min
J
f(x) = f(x?), min

I\J
f(x) = f(y?), f(y?) < f(x?).
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Autrement dit
∀x ∈ J, f(x) ≥ f(x?), ∀x ∈ I \ J, f(x) ≥ f(y?)

Soit λ ∈]0, 1[. Par la convexité de f , on a

f(λy? + (1− λ)x?) ≤ λ(f(y?)− f(x?)) + f(x?) < f(x?),

puisque f(y?) − f(x?) < 0 et λ > 0. Comme J est ouvert, il existe λ0 petit tel que ∀λ < λ0,
xλ = λy? + (1 − λ)x? ∈ J avec f(xλ) < f(x?). C’est impossible car x? est un minimum local
sur J . Ainsi par contradiction f(x?) ≤ f(y?).

(2)⇒ (3) Supposons que x? est un minimum global de f sur I. C’est une propriété d’analyse. On
a

f ′(x) = lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

h

pour h > 0. En x?, on a par hypothèse pour tout x, f(x) ≥ f(x?). Donc

f(x? + h)− f(x?)

h
≥ 0,

f(x? − h)− f(x?)

−h ≥ 0.

⇔ f(x? + h)− f(x?)

h
≥ 0,

f(x? − h)− f(x?)

h
≤ 0.

Donc

lim
h→0

f(x? + h)− f(x?)

h
= f ′(x?) ≥ 0, lim

h→0

f(x? − h)− f(x?)

h
= f ′(?) ≤ 0.

(3)⇒ (1) Comme f est convexe pour tout x ∈ I

f(x) ≥ f(x?) + f ′(x?)(x− x?)

Par hypothèse f ′(x?) = 0, donc f(x) ≥ f(x?).

Exemple 2.7.1. Considérons f(x) = x2 et I = R. Il est facile de voir que le minimum (global) est
atteint à x? = 0. Le fait que 0 soit un minimum local se traduit par f(0) = minx∈]−1,1[ f(x) mais aussi
f(0) = minx∈]−2,2[ f(x). . .Le fait que 0 soit un minimum glob al se traduit par f(0) = minx∈R f(x).

Notons que si on choisit I =]0, 10[ alors le problème minI f(x) n’a pas de solution dans I.

2.7.2 Application économétrique

Considérons une séries de flux F0, . . . , FT versés aux dates t = 0, 1, 2, . . . , T , par exemple un
remboursement de prêt ou les intérêts d’un placement. La somme actualisée des flux est définie par

f(r) =
T∑

t=0

Ft
(1 + r)t

,

pour r > 0. En pratique, sign(F0) 6= sign(F1) = · · · = sign(FT ). S est une fonction C∞ sur R+. De
plus, S est aussi convexe si sign(Fi) > 0 pour i ≥ 1 et concave si sign(Fi) < 0 pour i ≥ 1 puisque

f ′(r) = −
T∑

t=1

tFt
(1 + r)t+1

, f ′′(r) =

T∑

t=1

t(t+ 1)Ft
(1 + r)t+2

.

Le taux actuariel ou taux de rendement interne est le point r̄ > 0 tel que f(r̄) = 0. L’existence est
garantit par le théorème des valeurs intermédiaires puisque f(0)f(∞) < 0. La convexité garantit une
convergence rapide du calcul de la racine.
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Considérons la méthode de la tangente, initialisée par deux points x0 et x1, et de récurrence

xn+1 = xn −
xn − xn−1

f(xn)− f(xn−1)
f(xn).

Etudions l’écart entre un point et la solution r̄

|xn+1 − r̄| =
∣∣∣∣xn −

xn − xn−1

f(xn)− f(xn−1)
f(xn)− r̄

∣∣∣∣ = |xn − r̄|
∣∣∣∣1−

xn − xn−1

f(xn)− f(xn−1)

f(xn)− f(r̄)

xn − r̄

∣∣∣∣

Par la proposition 2.4.2, on a

m ≤ min(f ′−(r̄), f ′−(xn)) ≤ f(xn)− f(r̄)

xn − r̄
≤ max(f ′+(r̄), f ′+(xn)) ≤M

On a

1− xn − xn−1

f(xn)− f(xn−1)

f(xn)− f(r̄)

xn − r̄
=

xn − xn−1

f(xn)− f(xn−1)︸ ︷︷ ︸
An

(
f(xn)− f(xn−1)

xn − xn−1
− f(xn)− f(r̄)

xn − r̄

)

et

f(xn)− f(xn−1)

xn − xn−1
− f(xn)− f(r̄)

xn − r̄
= (xn−1 − r̄)

f(xn)−f(xn−1)
xn−xn−1

− f(xn)−f(r̄)
xn−r̄

xn−1 − r̄︸ ︷︷ ︸
Bn

Par convexité on borne An et Bn pour aboutir à

|xn+1 − r̄| = |xn − r̄| |xn−1 − r̄|
∣∣∣∣
An
Bn

∣∣∣∣ ≤ |xn − r̄| |xn−1 − r̄|M

En notant en = |xn − r̄|, on a une suite par récurrence des erreurs

en+1 ≤ enen−1M ≤ · · · ≤ (e0)p
n

où p vérifie l’équation p2 = 2p+ 1 c’est à dire p = (1 +
√

5)/2.
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Chapitre 3

Fonctions convexes multivariées (3
séances)

3.1 Fonctions convexes

Définition 3.1.1 (Fonction convexe). Une fonction f : Rn 7→ R est convexe si pour tout λ ∈]0, 1[ et
pour tout x, y ∈ Rn,

f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y).

Si l’inégalité est stricte, on parle de fonction strictement convexe.

Exemple 3.1.2 (Application linéaire). Soit f(x) = aTx pour a ∈ R. Il est facile de voir

f(λx+ (1− λ)y) = λaTx+ (1− λ)aT y = λf(x) + (1− λ)f(y)

pour tout x, y ∈ R et pour tout λ ∈]0, 1[

Exemple 3.1.3 (Application quadratique). Considérons f(x) = xTAx pour A ∈ Rn×n symétrique
semi-définie positive. Pour tout x ≤ y ∈ Rn et pour tout λ ∈]0, 1[, on a

f(λx+ (1− λ)y) = (λx+ (1− λ)y)TA(λx+ (1− λ)y) = ||λx+ (1− λ)y||2A
≤ ||λx||2A + ||(1− λ)y||2A = λ||x||2A + (1− λ)||y||2A = λf(x) + (1− λ)f(y)

car A définit une norme sur Rn.

Définition 3.1.4 (Fonction convexe sur C). Une fonction f : C ⊂ R 7→ R pour C un ensemble
convexe est convexe si pour tout λ ∈]0, 1[ et pour tout x, y ∈ C,

f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y).

Si l’inégalité est stricte, on parle de fonction strictement convexe.

Définition 3.1.5 (Fonction concave sur C). Une fonction f : C ⊂ R 7→ R pour C un ensemble
convexe est concave si pour tout λ ∈]0, 1[ et pour tout x, y ∈ C,

f(λx+ (1− λ)y) ≥ λf(x) + (1− λ)f(y).

Si l’inégalité est stricte, on parle de fonction strictement concave.

28
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3.2 Liens avec les ensembles convexes

Définition 3.2.1 (Epigraphe). Pour une fonction f : C ⊂ Rn 7→ R, l’épigraphe se définit comme
epi(f) = {(x, y) ∈ Rn+1, y ≥ f(x)}.

Théorème 3.2.1. Pour une fonction f : C ⊂ Rn 7→ R, f est convexe ⇔ epi(f) est un ensemble
convexe de Rn+1.

Démonstration. Similaire au cas univarié.

Définition 3.2.2 (Hypographe). Pour une fonction f : I ⊂ R 7→ R, l’hypographe se définit comme
hyp(f) = {(x, y) ∈ I × R, y ≤ f(x)}.

Théorème 3.2.2. Pour une fonction f : I ⊂ R 7→ R, f est concave ⇔ hyp(f) est un ensemble
convexe de R2.

Démonstration. Immédiat

3.3 Opérations préservant la convexité

Proposition 3.3.1. Soient f, g : C ⊂ Rn 7→ R deux fonctions convexes.

1. λf est convexe pour λ ≥ 0.

2. f + g est convexe.

3. max(f, g) est convexe (valable aussi pour un nombre fini).

Démonstration. Similaire au cas univarié.

3.4 Inégalités pour les fonctions convexes

3.4.1 Inégalités

Théorème 3.4.1 (Inégalités de Jensen). Soit f : C ⊂ Rn 7→ R une fonction convexe. Pour tout
x1, . . . , xr ∈ C et λ1, . . . , λr ∈ [0, 1] tel que

∑r
i=1 λi = 1, alors

f

(
r∑

i=1

λixi

)
≤

r∑

i=1

λif(xi).

Si f est concave, alors l’inégalité est inversée.

Démonstration. Similaire à la proposition 1.1.6.

Proposition 3.4.2 (Inégalités de Hölder et Minkowski). Soient p, q > 0 tels que 1/p + 1/q = 1.
Considérons a1, . . . , an et b1, . . . , bn 2n réels strictement positifs.

L’inégalité de Hölder est

n∑

i=1

aibi ≤
(

n∑

i=1

api

)1/p( n∑

i=1

bqi

)1/q

.

L’inégalité Minkowski est

(
n∑

i=1

(ai + bi)
p

)1/p

≤
(

n∑

i=1

api

)1/p

+

(
n∑

i=1

bpi

)1/p

.
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Démonstration. Démonstration sans utiliser les normes.

1. Comme log est concave

log(xp/p+ yq/q) ≥ log(xp)/p+ log(yq)/q.

En passant à l’exponentielle,
xp/p+ yq/q ≥ xy.

2. En prenant la relation en ai et bi on obtient

aibi ≤ api /p+ bqi /q

qui en les sommant donne

n∑

i=1

aibi ≤
n∑

i=1

api /p+

n∑

i=1

bqi /q = 1/p+ 1/q = 1

3. On cherche une transformation αi, βi des ai, bi tels que
∑n

i=1 α
p
i = 1 et

∑n
i=1 β

q
i = 1. Prendre

αi = ai/(
∑n

i=1 a
p
i ) ne suffit pas. On pose

αi =
ai

(
∑n

j=1 a
p
j )

1/p
, βi =

bi

(
∑n

j=1 b
q
j)

1/q
.

On a bien
∑n

i=1 α
p
i = 1 et

∑n
i=1 β

q
i = 1. Donc d’après la question précédente,

n∑

i=1

αiβi =
n∑

i=1

ai

(
∑n

j=1 a
p
j )

1/p

bi

(
∑n

j=1 b
q
j)

1/q
≤ 1.

On obtient l’inégalité de Holder.

4. On décompose
(ai + bi)

p = (ai + bi)
p−1ai + (ai + bi)

p−1bi.

Ainsi
n∑

i=1

(ai + bi)
p =

n∑

i=1

(ai + bi)
p−1ai +

n∑

i=1

(ai + bi)
p−1bi

⇒
n∑

i=1

(ai + bi)
p ≤

(
n∑

i=1

(ai + bi)
pq−q

)1/q ( n∑

i=1

api

)1/p

+

(
n∑

i=1

(ai + bi)
pq−q

)1/q ( n∑

i=1

bpi

)1/p

Or 1/p+ 1/q = 1 équivaut à pq − q = p, donc

⇔
n∑

i=1

(ai + bi)
p ≤

(
n∑

i=1

(ai + bi)
p

)1−1/p( n∑

i=1

api

)1/p

+

(
n∑

i=1

(ai + bi)
p

)1−1/p( n∑

i=1

bpi

)1/p

⇔
n∑

i=1

(ai + bi)
p ≤

(
n∑

i=1

(ai + bi)
p

)1−1/p


(

n∑

i=1

api

)1/p

+

(
n∑

i=1

bpi

)1/p



⇔
(

n∑

i=1

(ai + bi)
p

)1/p

≤
(

n∑

i=1

api

)1/p

+

(
n∑

i=1

bpi

)1/p



Pol
yc

op
ié
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3.4.2 Liens avec les normes et les distances

Exemple 3.4.1 (Lp normes). Pour x ∈ Rn, la norme Lp est

||x||p =

(
n∑

i=1

|xi|p
)1/p

.

Notons que pour p =∞, on a ||x||∞ = maxi |xi|. Pour tout p ≥ 1, la fonction ||.||p est une norme, i.e.
positive, définie, positivement homogène et vérifiant l’inégalité triangulaire.

Pour tout p ≥ 1pas, la fonction norme ||.||p est une fonction convexe. En effet, pour tout x, y ∈ Rn
et λ ∈ [0, 1],

||λx+ (1− λ)y||p ≤ ||λx||p + ||(1− λ)y||p = λ||x||p + (1− λ)||y||p.
Autrement dit, l’inégalité de Hölder a pour cas particulier l’inégalité de Cauchy Schwarz

< a, b > ≤ ||a||p||b||p.
L’inégalité de Minkowski se réécrit comme l’inégalité triangulaire

||a+ b||p ≤ ||a||p + ||b||p.
Exemple 3.4.2 (Fonction support d’un programme linéaire). Soit f la fonction définie par f(c) =
max{cTx, x ∈ S} où S est un ensemble convexe non vide. Typiquement S est un polytope de Rn. Soit
λ > 0.

f(λc) = max{(λc)Tx, x ∈ S} = max{λ(cTx), x ∈ S} = λmax{cTx, x ∈ S} = λf(c).

Comme S est positivement homogène, on le représente comme un polytope de ses points extrêmaux
S = co({v1, . . . , vp}). La solution d’un problème linéaire est atteinte sur un des points extrêmaux, donc

f(c) = max
j=1,...,p

cT vj = max
j=1,...,p

fj , où fj(c) = cT vj .

Comme fj sont linéaires, elles sont aussi convexes. Donc f = maxj fj est aussi convexe par 3.3.1.

3.5 Cas des fonctions différentiables

3.5.1 Dérivée directionnelle

Définition 3.5.1. Pour une fonction f : Rn 7→ R, la dérivée directionnelle de f en x0 selon la
direction z est définie par

f ′(x0; z) = lim
t→0

f(x0 + tz)− f(x0)

t
.

Pour z = ej le jème vecteur unitaire, f ′(x0; ej) est notée

∂f

∂xj
(x0) = lim

t→0

f(x0 + tej)− f(x0)

t
.

Exemple 3.5.2. Dans R2, considérons f(x1, x2) = ex1+x2x1x2.

f ′(x; z) = lim
t→0

ex1+x2+tz1+tz2(x1 + tz1)(x2 + tz2)− ex1+x2x1x2

t

= lim
t→0

ex1+x2 (1 + tz1 + tz2 + o(t))(x1 + tz1)(x2 + tz2)− x1x2

t

= lim
t→0

ex1+x2
(tz1 + tz2 + o(t))(x1x2 + tz1x2 + tz2x1 + o

(
t2
)
) + tz1x2 + tz2x1 + o

(
t2
)

t

= lim
t→0

ex1+x2
[
(z1 + z2 + o(1))(x1x2 + tz1x2 + tz2x1 + o

(
t2
)
) + z1x2 + z2x1 + o(t)

]

= ex1+x2 [(z1 + z2)x1x2 + z1x2 + z2x1]
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Pour z = (1, 0) et z = (0, 1), on retrouve ce que l’on obtiendrait en dérivant naturellement

∂f

∂x1
(x) = ex1+x2x1x2 + ex1+x2x2,

∂f

∂x2
(x) = ex1+x2x1x2 + ex1+x2x1.

Proposition 3.5.1. Pour une fonction f : Rn 7→ Rn, on définit

gx,z : t 7→ gx,z(t) = f(x+ tz),

pour x, z fixé. gx,z convexe sur R pour tout x, z ∈ Rn équivaut à f convexe sur Rn.

Démonstration. ⇐ Par simple manipulation,

g(t1λ+ (1− λ)t2) = f(x+ (t1λ+ (1− λ)t2)z) = f((x+ t1z)λ+ (1− λ)(x+ t2z))

Par hypothèse f((x+ t1z)λ+ (1− λ)(x+ t2z)) ≤ f(x+ t1z)λ+ (1− λ)f(x+ t2z), donc

g(t1λ+ (1− λ)t2) ≤ g(t1)λ+ (1− λ)g(t2)

⇒ On a par hypothèse

f(λx+ (1− λ)y) = f(y + λ(x− y)) = g(λ) = g(λ× 1 + (1− λ)× 0) ≤ λg(1) + (1− λ)g(0)

Ainsi

f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(y + x− y) + (1− λ)f(y + 0) = λf(x) + (1− λ)f(y).

Exemple 3.5.3. Dans R2, considérons f(x1, x2) = ex1+x2x1x2. On définit

g(t) = ex1+x2+t(z1+z2)(x1 + tz1)(x2 + tz2)

donc la dérivée devient

g′(t) = (z1 + z2)ex1+x2+t(z1+z2)(x1 + tz1)(x2 + tz2) + ex1+x2+t(z1+z2)(z1 + z2).

Il est difficile de voir si cette fonction n’est pas croissante par rapport à t pour tout x, z.

g′′(t) = (z1 + z2)2ex1+x2+t(z1+z2)(x1 + tz1)(x2 + tz2) + (z1 + z2)ex1+x2+t(z1+z2)(z1 + z2) + ex1+x2+t(z1+z2)(z1 + z2)2

= (z1 + z2)2ex1+x2+t(z1+z2)[(x1 + tz1)(x2 + tz2) + 2]

Pour z1 = −1, z2 = 0, g′′(t) = ex1+x2−t[(x1 − t)x2 + 2] n’est pas positive pour tout t et x.

Théorème 3.5.2. Soit f : C ⊂ Rn 7→ R une fonction convexe. f est continue sur C et admet des
dérivées directionnelles.

Définition 3.5.4 (Différentiable). Pour une fonction f : Rn 7→ R, f est différentiable si pour tout x,
il existe un unique dx tel que

lim
||h||→0

f(x+ h)− f(x)− dTxh
||h|| = 0.

Si f est différentiable, alors f admet une dérivée directionnelle pour z 6= 0.
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Définition 3.5.5 (Gradient). Pour une fonction f : Rn 7→ R différentiable, le gradient de f en x est
défini par

∇f(x) =




∂f
∂x1

(x)
...

∂f
∂xn

(x)


 .

∇f(x) est le vecteur dx dans la définition précédente.

Définition 3.5.6 (matrice Hessienne). Pour une fonction f : Rn 7→ R deux fois différentiable, la
matrice Hessienne de f en x est définie par

∇2f(x) =




∂2f
∂x21

(x) . . . ∂2f
∂xn∂x1

(x)

. . .
∂2f

∂x1∂xn
(x) . . . ∂2f

∂x2n
(x)


 .

C’est une matrice symétrique.

3.5.2 Caractérisation par le gradient ou matrice Hessienne

Théorème 3.5.3. Pour une fonction f : C ⊂ Rn 7→ R différentiable, On a les équivalences suivantes

1. f est convexe sur C

2. pour tout x, y ∈ C, f(x) ≥ f(y) +∇f(y)T (x− y).

3. pour tout x, y ∈ C, (∇f(x)−∇f(y))T (x− y) ≥ 0.

Démonstration. 1.⇒ 2. Soient x, y ∈ C, λ ∈ [0, 1].

f(x+ λ(y − x)) = f((1− λ)y + λx) ≤ (1− λ)f(y) + λf(x)

donc
f(x+ λ(y − x))− f(y) ≤ λ(f(x)− f(y))⇒

f(x+ λ(y − x))− f(y)

λ
+∇f(y)T (x− y) ≤ f(x)− f(y) + λf(x) +∇f(y)T (x− y).

Lorsque λ→ 0+, on obtient

0 ≤ f(x)− f(y) +∇f(y)T (x− y).

2.⇒ 3. Par symétrie, on a
f(y) ≥ f(x) +∇f(x)T (y − x)

En utilisant l’hypothèse et en sommant, on trouve

f(x) + f(y) ≥ f(x) + f(y) +∇f(x)T (y− x) +∇f(y)T (x− y)⇔ (∇f(x)−∇f(y))T (x− y) ≥ 0.

3.⇒ 1. On pose g : t 7→ f(x + t(y − x)) pour t ∈ [0, 1]. Donc g(0) = f(x) et g(1) = f(y). En
dérivant on obtient pour 0 ≤ t1 < t2 ≤ 1, par la règle de composition (par ex Wikipedia)
g′(t) = ∇f(x+ t(y − x))T (y − x). Donc

g′(t2)− g′(t1) = ∇f(x+ t2(y − x)︸ ︷︷ ︸
x2

)T (y − x)−∇f(x+ t1(y − x)︸ ︷︷ ︸
x1

)T (y − x)

=
(∇f(x2)−∇f(x1))T (x2 − x1)

t2 − t1
≥ 0,

puisque le numérateur est positif par (3) et le dénominateur par t1 < t2. Donc g′ est croissante.
Par la proposition 2.4.1, g est convexe et par la proposition 3.5.1, f est convexe.

https://fr.wikipedia.org/wiki/Th%C3%A9or%C3%A8me_de_d%C3%A9rivation_des_fonctions_compos%C3%A9es#Cas_g.C3.A9n.C3.A9ral
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Remarque 3.5.4. Comme dans le cas univarié, le théorème montre qu’une approximation de Taylor
à l’ordre 1 sous-estime toujours la valeur de la fonction f .

Théorème 3.5.5. Pour une fonction f : C ⊂ Rn 7→ R de classe C2, On a les équivalences suivantes

1. f est convexe sur C

2. pour tout x ∈ C, ∇2f(x) semi-définie positive, i.e. ∀z ∈ Rn, zT∇2f(x)z ≥ 0.

Démonstration. Par la proposition 3.5.1, on s’intéresse à la fonction gx,z. Comme f est C2, g l’est
aussi et donc

g′(t) =
n∑

j=1

∂f

∂xj
(x+ tz)× zj , g′′(t) =

n∑

i=1

n∑

j=1

∂2f

∂xi∂xj
(x+ tz)× zj × zi = zT∇f(x+ tz)z.

Par la proposition 2.4.1, g convexe équivaut à g′′(t) ≥ 0 pour t ∈ R. Donc pour tout x, z ∈ Rn,

∀t, zT∇f(x+ tz)z ≥ 0⇒ zT∇f(x)z ≥ 0.

On a procédé par équivalence.

Exemple 3.5.7. Soit f : Rn 7→ R définie par f(x) = xTAx+ bTx+ c, avec A symétrique semi-définie
positive. Il est facile de voir que ∇f(x) = xTA+Ax+ b = 2Ax+ b et ∇2f(x) = 2A. C’est une matrice
semi-définie positive.

3.6 Optimisation convexe

Théorème 3.6.1. Soit f : C ⊂ Rn 7→ R une fonction différentiable et convexe sur C un ensemble
ouvert et convexe. On a les équivalence suivantes pour x? ∈ C :

— x? est un minimum local de f .
— x? est un minimum global de f .
— ∇f(x?) = 0.

Exemple 3.6.1. Considérons le cas simple d’une fonction quadratique pour x ∈ Rn (avec A symétrique)

f(x) = xTAx+ bTx+ c.

La condition d’optimalité est 2Ax+ b = 0.

Théorème 3.6.2. Soit f : C ⊂ Rn 7→ R une fonction C1 et convexe sur C un ensemble convexe.
x? ∈ C est un minimum (global) de f sur C ssi

∀x ∈ C,∇f(x?)T (x− x?) ≥ 0.

Un tel point x? est appelé un point stationnaire.

Démonstration. ⇒ Supposons ∇f(x?)T (x0 − x?) < 0 pour x0 ∈ C. On applique le théorème des
accroissements finis à la fonction g(ε) = f(x? + ε(x0 − x?)). Pour tout ε > 0, il existe s ∈ [0, 1]

f(x? + ε(x0 − x?)) = f(x?) + ε∇f(x? + sε(x0 − x?))T (x0 − x?).

Comme ∇f(x?)T (x0 − x?) < 0 et que le gradient est continu, pour ε suffisamment petit,
∇f(x? + sε(x0 − x?)) < 0. Autrement dit f(x? + ε(x0 − x?)) < f(x?) et comme C est convexe,
x? + ε(x0 − x?) ∈ C. C’est contradictoire.
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⇐ Par le théorème 3.5.3, on a pour tout x ∈ C,

f(x) ≥ f(x?) +∇f(x?)T (x− x?) ≥ f(x?),

par hypothèse.

Exemple 3.6.2. Soit f : C 7→ R où C = Rn+. Un point stationnaire de f vérifie pour tout x ∈ Rn+

∇f(x?)T (x− x?) =

n∑

i=1

∂f

∂xi
(x?)(xi − x?i ) ≥ 0

En particulier pour xi ∈ [0, x?i ]. Si x?i > 0, alors ∂f
∂xi

(x?) = 0. Sinon x?i = 0, on a ∂f
∂xi

(x?) ≥ 0.

3.6.1 Fonction de Lagrange et dualité de Lagrange

Considérons le problème d’optimisation suivant

min
x∈Rn

f(x) tel que gl(x) ≤ 0 pour l = 1 . . . ,m. (P )

Définition 3.6.3 (Lagrangien). Pour le problème (P ), le Lagrangien L : Rn×Rm 7→ R est défini par

L(x, λ) = f(x) +
m∑

l=1

λigi(x).

Les multiplicateurs de Lagrange λi s’interprète comme la sensibilité de l’optimum à cette contrainte.

Proposition 3.6.3 (Condition d’optimalité KKT (premier ordre)). Supposons que f soit C1. Si x?

résout le problème d’optimisation (P ), alors il existe λ? ∈ Rm tel que
— minimalité (premier ordre) : ∇xL(x?, λ?) = 0,
— condition primale : pour tout l, gl(x

?) ≤ 0,
— condition duale : pour tout l, λ?l ≥ 0,
— complémentarité : pour tout l, λ?l gl(x

?) = 0.
Dans le cas d’une égalité pour gl, la condition primale devient gl(x

?) = 0, la condition duale n’est plus
nécessaire, tandis que la condition de complémentarité est toujours vérifiée.

Proposition 3.6.4 (Condition second ordre). Si les fonctions f et gl sont convexes, alors la solution
x? des conditions du premier ordre est un minimum global du problème d’optimisation.

Exemple 3.6.4. Soit f(x) = x2
1 + 3x2

2−2x1x2−x1 sous contrainte g1(x) = x1 +x2−1. Le lagrangien
vaut

L(x, λ1) = x2
1 + 3x2

2 − 2x1x2 − x1 + λ1(x1 + x2 − 1).

La condition du premier ordre est
{

2x1 − 2x2 − 1 + λ1 = 0
6x2 − 2x1 + λ1 = 0

⇔
{

2x1 − 1 + λ1 = 2x2

6(x1 − 1/2 + λ1/2) + λ1 = 2x1
⇔
{

2x2 = 2x1 − 1 + λ1

4x1 = −4λ1 + 3

La contrainte de complémentarité correspond à

λ1(x1 + x2 − 1) = 0.

— Si λ1 = 0, alors on trouve
x1 = 3/4, x2 = 1/4.

C’est une solution possible car g1(3/4, 1/4) = 0.
— Si λ1 > 0 alors x1 +x2 = 1. Ainsi en utilisant x2 = 1−x1, on trouve un système sans solution
{

2− 2x1 = 2x1 − 1 + λ1

4x1 = −4λ1 + 3
⇔
{

4x1 = −4λ1 + 3
3− 4x1 = λ1

⇔
{

4x1 = −4λ1 + 3
3 + 4λ1 − 3 = λ1

⇔
{

4x1 = −4λ1 + 3
4 = 1

C’est donc impossible. Ainsi l’unique solution est (x?1, x
?
2, λ

?
1) = (1/4, 3/4, 0).
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3.6.2 Problèmes linéaires

Considérons le problème linéaire

min
x∈Rn

cTx tel que Ax = b, x ≥ 0 (LP )

Autrement dit {
gk(x) = −xk, k = 1, . . . , n
hk(x) = Ak,.x− b, k = 1, . . . ,m

Le lagrangien s’écrit

L(x, λ, µ) = cTx−
n∑

i=1

λixi +

m∑

i=1

µi(Ai,.x− b)

Les conditions du premier ordre s’écrivent





∇xL(x, λ) = 0⇔ c− λ+ATµ = 0
gk(x) ≤ 0, hk(x) = 0⇔ x ≥ 0, Ax = b,
λk ≥ 0⇔ λ ≥ 0
λkgk(x) = 0⇔ λkxk = 0, k = 1, . . . ,m

En éliminant λ, on obtient 



c+ATµ = λ
x ≥ 0, Ax = b,

c+ATµ ≥ 0

(c+ATµ)k × xk = 0, k = 1, . . . ,m

3.6.3 Problèmes quadratiques

Considérons le problème quadratique

min
x∈Rn

1/2xTDx− qTx tel que Ax = b (LP )

où A est semi-définie positive. Autrement dit

{
hk(x) = Ak,.x− b, k = 1, . . . ,m

Le lagrangien s’écrit

L(x, λ) = 1/2xTDx− qTx+
m∑

i=1

λi(Ai,.x− b)

Les conditions du premier ordre s’écrivent




∇xL(x, λ) = 0⇔ Dx− q +ATλ = 0
hk(x) = 0⇔ Ax = b,
λk ≥ 0⇔ λ ≥ 0

⇔





(
D AT

A 0

)(
x
λ

)
=

(
q
b

)

λ ≥ 0

Un problème quadratique plus simple est le problème des moindres carrés, cf. le TD6.
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