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Chapitre 1

Ensembles convexes (2,5 séances)

1.1 Ensembles convexes

1.1.1 Ensembles convexes

Définition 1.1.1 (Combinaison convexe). Soit m points z1,...,%n, de R". Une combinaison (finie)
conveze des points x1,. .., Ty, est le point x = Y " Nix; tel que pourtout i =1,...,m, A\; € [0,1] et
it i =1,

Remarque 1.1.1 (Cas particulier m = 2). Une combinaison convere de deuz points x1, xo de R"
estx = Ar1+ (1 — Nz et A € [0,1]. Sin =1, alors les points x pour \ € [0,1] décrivent [’intervalle
[z1, z2] ou [x2,x1]. Sin > 2, alors les points x pour A € |0, 1] décrivent le segment [x1, x2].

1 1
1.271 + 0.172 2331 + 2.%2 Exl + 10$2
- - - — - — - - - - - - - == e— — - - - - - — - — -~ - - -@
T T2

FIGURE 1.1 — Combinaison convexe de deux éléments

Remarque 1.1.2 (Cas particulier m = 3). Une combinaison convexe de trois points x1, x2, x3 de R™
estx = Axy + pra+ (1 —XN=p)zs et A\, € [0,1]. Sin =1, alors les points x pour X € [0,1] décrivent
Uintervalle [min; x;, max; z;]. Sin =2 et les points sont non-alignés, alors les points x pour A € [0, 1]
décrivent le triangle de sommet x1, x2 et x3

FIGURE 1.2 — Combinaison convexe de trois éléments
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Définition 1.1.2 (Ensemble convexe). Un ensemble C' C R™ est un ensemble convexe si toute com-
binaison convexe de deux éléments de C est un point de C, i.e.

Ve,y € C,VA € [0,1], \x + (1 = Ny € C.

FiGURE 1.3 — Exemple d’ensembles convexes

Proposition 1.1.3. C' est un ensemble convere < Vri,...,xm € C,¥N; € [0,1,> 72 N =1 =
Zﬁl Nz € C.

Démonstration. < évident

= La propriété est vérifiée pour m = 2. Par récurrence sur m, si la propriété est vérifiée pour m,
considérons Ai, ..., Apmt1 € [0,1] tels que Z;’;{l Ai = 1. On pose A = A\j,11 que 'on suppose A > 0
sans perte de généralité. Le point

m A
yzgl—ﬁi

est un point de C puisque
m

i . Z:il )\l - 1_)\m+1
T N e e T v

=1.
i=1
Ainsi .
2=Memi1+ (1 =Ny e C et z=Npt1Tms1 + Z i

i=1

O
Proposition 1.1.4 (Opérations préservant la convexité). Si A et B sont convezes, alors A+ B et
AN B sont des ensembles convexes.

Démonstration. Voir TD1. O

1.1.2 Application en optique

La forme des lentilles peuvent vérifier la convexité (figures et ou non (figures et
1.5d).
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FIGURE 1.4 — Lien entre combinaison convexe de deux et trois éléments

(a) plan-convexe (b) biconvexe (¢) plan-concave (d) biconcave

FIGURE 1.5 — Formes de lentilles

1.1.3 Cones, polyedres, polytopes

Définition 1.1.3 (Cone convexe). Un ensemble C C R™ est un cone conveze si toute combinaison
positive de deux éléments de C est un point de C, i.e.

Ve,y € C,VA\, u >0, x4+ py € C.

Définition 1.1.4 (polyedre).. Un polyédre de R™ est l'ensemble {x € R", Az < b} pour A € RP*™ et
b € RP. Autrement dit c’est I’ensemble de points vérifiant des inégalités linéaires de leurs composantes,

voir par exemple figure [1.10d

Exemple 1.1.5. Sin =1, les cones convexes sont les demi-droites du type [0, 400 ou | — 00,0]. Si
n = 2, les cones convexes sont les cones détermines par le sommet S = (0,0) € R? et deux droites SX
et SY pour 2 points X = (z1,x2) et Y = (y1,y2). Sur la figure[1.6d, on a choisit X = (2/3,1/3),Y =
(1/2,3/4).

Proposition 1.1.5. Les cones et les polyedres sont des ensembles convexes.
Démonstration. Soient x,y € C pour un cone C' et A € [0,1]. On a

A>0
pu=1-X>0
rzelC
yeC

= A+ py € C.
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S

(a) Cone dans le plan (b) Cone dans l'espace

dim. 1

dim. 0

dim. 2

(¢) Polytopes

FIGURE 1.6 — Cones et polytopes du plan et de ’espace

Donc Az + (1 =Ny € C.
Soient x,y € P pour un polyedre P = {z,Ax < b} et A € [0,1]. On a

zeP
yer A(Ax)=AAzx < \b -
A0 { A((1 = Ny) = (1 - Ay < (1A — AAT+T=Ny) < b
1-X>0
Donc Az + (1 = \)y € P. -

Proposition 1.1.6. C est un céne convere < Vri,...,x,m € C,¥N > 0,507 Nz, € C.

Démonstration. Preuve similaire a la proposition [1.1.6 O

Définition 1.1.6 (Cone polyhedrique). Un cone polyhédrique de R™ est l’ensemble {x € R", Az < 0}.

1l est de la forme
{Z)\szVZ = 1,...,m,)\i > 0} N
i=1

pour x; € R™.

1.1.4 Enveloppes convexes

Définition 1.1.7 (Enveloppe convexe). Pour un ensemble S C R", l’enveloppe convexe de S notée
co(S) est l’ensemble de toute combinaison convere d’éléments de S, i.e. co(S) = {s,IA1,..., A €
0,1],3z1,...,2m €S, > A=1=s=> " Nzi}.
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Proposition 1.1.7. L’enveloppe convexe de S est un ensemble conveze.
Démonstration. Immédiat puisque il se construit sur les combinaisons convexes. O
Proposition 1.1.8. L’enveloppe convezxe de S est le plus petit ensemble convexre contenant S.

Démonstration. co(S) est un ensemble convexe et S C co(S) puisque Vs € S;s =1 x s+ 0 x s. Donc
'intersection W de tous les ensembles convexes contenant S est telle que W C co(S).

Soit C' un ensemble convexe contenant S. C contient toute combinaison convexe de ses éléments,
en particulier ceux de S puisque S C C. Donc co(S) C C. Ainsi VC convexe, co(S) C(1C=W. O

Définition 1.1.8 (Polytope). Un polytope de R™ est ’enveloppe conveze de m points xi, ..., &, de
R™, i.e. co{z1,...,Tm}).

Exemple 1.1.9. Pour z1,z2 € R?, 'enveloppe conveze de S = {x1, 22} est le segment x1,x2. Pour
r1, 22,73 € R?, lenveloppe convexe de S = {1,292, 13} est le triangle x1, w2, x3. Pour w1, 2,73, 14 €
R2, I’enveloppe convere de S = {x1, 2, 23,14} est soit un triangle contenant le quatriéme point (qui
n’est pas un sommet) soit un quadrilatere.

Exemple 1.1.10. Les ensembles S et T définis par S = {(0,0), (1,0),(0,1)} et T = {(0,0), (1,0),

(0,1),(0,1/2), (1/2,0), (1/2,1/2)} ont la méme enveloppe conveze & savoir le triangle rectangle de
sommet (0,0).

Proposition 1.1.9. Pour tout ensemble S C T, on a co(S) C.co(T).

Démonstration. Soit z € co(S). On sait qu'il existe Aq,..., Ay € [0,1] et x1,..., 2, € S, tels que
YriA=1=s=3" Nx;. Comme S C T, alors pour tout i =1,...,m, z; € T. Donc Y ;" | \jx; =
s € co(T).

Autre preuve :
Par définition de I’enveloppe convexe, on-aZ C co(T),S C co(S). En utilisant, S C T, on a S C co(T).
Comme co(S) est le plus petit ensemble convexe contenant S. Donc co(S) C co(T). O

(a) Exemple 1 (b) Exemple 2

FIGURE 1.7 — Enveloppes convexes

Définition 1.1.11 (Enveloppe conique). Pour un ensemble S C R", ’enveloppe conique de S notée
cone(S) est l’ensemble de toute combinaison positive d’éléments de S, i.e. cone(S) = {s,I\1, ..., Ay >
0,3z1,...,z,, € 5,5 = Z;L )\11'1}

Proposition 1.1.10. L’enveloppe conique de S est un cone.

Démonstration. Immédiat car il se construit sur les combinaisons positives. ]



CHAPITRE 1. ENSEMBLES CONVEXES 7

Proposition 1.1.11. L’enveloppe conique de S est le plus petit cone contenant S.

Démonstration. cone(S) est un ensemble conique et S C cone(S) puisque Vs € S,s = 1 x s. Donc
I'intersection W de tous les ensembles coniques contenant S est telle que W C cone(SS).
Soit C' un cone contenant S. C' contient toute combinaison positive de ses éléments, en particulier
ceux de S puisque S C C. Donc cone(S) C C. Ainsi VC' cone, cone(S) C ((C =W.
O

Exemple 1.1.12 (Simplexe standard). Le simplexe (standard) de R™ donné par S,, = {x € R™",Vi =
L...,n,z €[0,1], 30 @ = 1} est un polyédre. Autrement dit, S, = co({e1,...,en}) ot (e1,...,€n)
sont des vecteurs unitaires indépendants.

Exemple 1.1.13 (Simplexe standard et probabilité). Considérons une variable aléatoire discréte X a
valeurs dans {x1,...,xy} avec les probabilités py,...,pm. Le vecteur de probabilités p = (p1,...,pm)
appartient au simplexe standard S,,. Sy, décrit ’ensemble des lois de probabilités discrétes a m valeurs,
un point est une loi particuliére.

Exemple 1.1.14 (Simplexe (conique) de m points). Pour m points de R™ (linéairement indépendants)™,
le simplexe de m points est le polytope de ces m points. Pour m points de R (affinement indépendants) T,
le simplexe conique de m points est ’enveloppe conique de ces m points.

Proposition 1.1.12 (Représentation unique). Soient.x1,..:,x,, € R™.

— lorsque ces points sont linéairement indépendants, on note P = co({x1,...,xm}) le simpleze
correspondant. Pour chaque point de P, il existe une unique représentation de x comme com-
binaison convexe des m points.

— lorsque ces points sont affinement indépendants, on note P = cone({x1,...,x,}) le simpleze
conique correspondant. Pour chaque point de P, il existe une unique représentation de x comme
combinaison positive des m points.

1.1.5 Algorithme de calcul d’enveloppe convexe

On considere un ensemble M 'de points du plan de cardinal m dont on veut calculer ’enveloppe
convexe co(M). L’algorithme de Graham-Scan comporte deux étapes :

1. trier angulairement les points de M autour d’un point arbitraire a € M. On obtient un cycle
L ={s1,...,5sp} de sommets. Si a se trouve sur le bord de I’enveloppe convexe, alors on insere
a dans le cycle L.
NB:p=moum—1.
2. tourner autour du cycle L en supprimant les points qui ne peuvent pas étre des points extrémaux :
notons les points examinés s;_1, S, Si+1.
Pour ¢ =1,...,p, on teste s;
— si sy n’est pas extrémal par rapport a s;_1, S;+1, alors on supprime s; de L et on réitere avec
(5i-2,5i-1,8i41)-
— sinon on continue avec (S;, Si+1, Si+2)-
NB : par convention, (sg, s1,52) = (Sp, 51, 52) €t (Sp—1, Sp, Sp+1) = (Sp—1, Sp, 1)-
Le premiere étape a une complexité de mlog(m) tandis que la seconde étape ne possede au plus 2m
itérations. La complexité totale est mlog(m).
La seconde étape de cet algorithme se base sur la constatation suivante :

*. X1,...,Tm, sont linéairement indépendants ssi ZZ Xiz; = 0 entraine Vi =1,...,m, \; = 0.
t. z1,...,2m sont affinement indépendants ssi Zl Aixz; =0 et Zl A; =0 entraine Vi =1,...,m, \; = 0.
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— un point x ne peut pas étre extrémal s’il est situé dans le triangle dont les sommets sont le
point central a et les deux points voisins de x (le précédent x et le suivant T dans l'ordre
trigonométrique autour de a)

— ou autrement dit si le triplet (z, x, T) ne respecte pas l'ordre trigonométrique (voir figure .

Réciproquement, si l'orientation de tous les triplets consécutifs du cycle L est 'orientation trigo-
nométrique, alors ce cycle donne le bord de I’enveloppe convexe de M.

* ‘,. /.
/ N // Xo \
// \ // '.‘.
/ . e / N\ R
/ T S XY
§i---77 -7
a a
(a) Un point xo étant extrémal (b) Un point z2 ne pouvant pas étre extrémal

Un exemple complet d’exécution de l'algorithme est donné en figure [1.9

1.2 Application a la programmation linéaire

1.2.1 Construction de polyedres

Traitons le cas d’une seule inégalité v’z < b ou u’x > b. La droite frontiere a toujours pour
vecteur orthogonal u. La zone des points-possibles est & 'oppose du vecteur pour v’z < b et du coté
du vecteur pour v’z > b.

Exemple 1.2.1. Pourn =2, A= (11) € R'*2, b= 3, on obtient pour les contraintes

(1 1)(”51) <(3) e { a1 +z2<3,

Z2
1l est facile de voir que S est un ensemble convexe. Voir figure|1.10d.
Exemple 1.2.2. Considérons les contraintes suivantes

0 1 2.5 zo < 2.5,

4 -1 (?)g 10 | << day — a9 < 10,
-1 -1 2 -3 T+ a2 >3
Déterminons les frontieres de cet ensemble
T = 2.5, T = 2.5,
4x1 — x9 = 10, 4 To =4 — 10,
1 +x0=3 To=3—x1

Ce sont trois droites qui se coupent en <122'55/4> , <(2)§> , <123//55> . Chaque droite a pour vecteur

orthogonal les lignes de la matrice A, voir les vecteurs w, v et w sur la figure [1.10]. Il est facile de
voir que S est un ensemble conveze.
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F1GURE 1.9 — Algorithme de Graham-Scan dans le plan

Exemple 1.2.3. Pour n =2, A4 =(11) € R'*2 b =3, on obtient pour les contraintes

1 2 T+ T = 3, To =3 — T,
(1 1) < 562) = (3) , < xg) > (0) & x>0, = x>0, & S = {(171,3—%1),%1 c [0, 3]}
$220 3—1‘1 ZO

1l est facile de voir que S est un ensemble convexe. Voir figure [1.10d. Autrement dit, I’ensemble est

défini par
€ . . 1 1 . 3
A<$2)§b7OUA_(—1 _1>,b—<3>.

Les vecteurs u et v sont donnés par les lignes de la matrice A.
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(a) Simple inégalité 1

{z:afz <ay, alz <, adx <ag}

as azx = Q3

(c) Exemple 1 (d) Plusieurs inégalités

v=(1,-1/4)

0,0)

(e) Exemple 2 (f) Exemple 3

FI1GURE 1.10 — polyedres du plan
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1.2.2 Théoreme de Caratheodory

Théoréme 1.2.1 (Caratheodory pour les enveloppes convexes). Soit S C R™. Tout point x € co(S)
peut s’écrire comme une combinaison convexe de m points affinement indépendants dans S tels que

m <n+ 1, voir figure[1.11]

Théoréme 1.2.2 (Caratheodory pour les cones). Soit S C R™. Tout point = € cone(S) peut s’écrire
comme une combinaison positive de m points linéairement indépendants dans S tels que m < n.

FIGURE 1.11 — Un point £ comme une combinaison convexe

1.2.3 Programmes linéaires

Un programme linéaire consiste a résoudre max,cp ¢l a olt P est un polyedre. Nous allons traiter
deux classes de polyedres.

Exemple 1.2.4. Soit ¢ € R", b € R™ et A € R™*™. Un programme linéaire est un probléme d’opti-
misation du type

max clx,t.q. Az = b,z > 0.
z€eR™

Cela revient a mazimiser y ;| x;¢; sur un ensemble convere. Remarquons que les contraintes Ax =
b,x > 0 définissent bien un polyédre

A b
“Alz<|-b
—I 0

Notons A_1,..., A , les colonnes de A. Supposons que m <mn. On a

P#0 < cR" Az =bVr; >0 Y Ao, =bVr; >0 becone(A ..., A )
=1

ot A ; € R sont les colonnes de A. Autrement P non vide équivaut a b est une combinaison positive
d’éléments de R™.

Or d’apres le théoréme de Caratheodory pour les cones, il existe t colonnes linéairement indépen-
dantes représentant b comme une combinaison positive et t < m <n : b= Z';f:l %A*,Z C’est a dire,
il existe x € R™ tel que n —t composantes sont nulles et vérifiant Ax = b. Les composantes non-
nulles correspondent aux indices des colonnes linéairement indépendantes. Si un point x quelconque
du polyédre s’écrit de cette facon, alors un point solution aura aussi n —t composantes nulles et t
composantes non nulles.

Exemple 1.2.5. Soit ¢ € R™, b € R™ et A € R™*". Un programme linéaire est un probléme d’opti-
misation du type

max ¢z, t.q. Az <b.
zeR?
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Si le polyedre n’est pas borné, le programme d’optimisation n’a pas forcément de solutions. S’il est
borné, par le théoréme de Motskin, le polyédre peut se réécrire comme un polytope. Le théoreme de
Caratheodory sur les enveloppes convezes s’applique : il existe t points affinement indépendants pour
représenter un point du polytope avec t < n + 1.

N
.
\\
\\
N .
. N
.
N
\\ \\
‘} * ¢’z = const.
N
.
N

feasible set

N
N S .
N CJ$ : maximum value

N\ ]

FI1GURE 1.12 — Résolution graphique d’un probleme linéaire

Proposition 1.2.3. Pour un polyedre borné P C R™ dont on note s; les sommets, le programme
linéaire maxzep ¢’z a pour solution Uenveloppe conveze co({s;j,j € J}), ot l'ensemble J désigne les
indices réalisant le maximum J = {j € N, cTsj = v} et'v =maxjey cTsj, voir figure .

Démonstration. Si le polyedre P est borné, on peut montrer par le théoréme général des polyedres
de Motzkin que P peut se réécrire comme un polytope de (s;); les sommets. Par le théoreme de
Caratheodory, seul au plus t points p1,...,p: de P permettent de représenter un élément du polyedre
avec t < n + 1. Considérons donc le programme linéaire

maxc! z,t.q. P =co({p1,...,p:}) C R™
zeP

Comme P est un polytope, n’importe quel point x € P s’écrit comme une combinaison convexe des

éléments p;
t t
xr = ZAZ‘pZ’, ou Z/\Z = I,AZ‘ > 0.
i=1 i=1

Notons que la décomposition n’est pas forcément unique, voir figure Donc pour tout z € P, on a

¢ ¢ t ¢

dr=c" E Aipi | = g Nicl'p; < E A\, max ¢'p; = max c¢'p; E A\, = max ¢l p; = .
— — =l i=1,...t — i=1,..t
1= 1= 1= 1=

On a donc une borne pour 'ensemble des solutions optimales. La borne est atteinte pour ’ensemble
J des j tels que chj = v, i.e. pour des x du type szJ Ajpj avec Aj > 0. Autrement dit, les
solutions appartiennent a co({pj,j € J}), voir figure La solution est atteinte sur un des points
extrémaux. O

Cette méthode trouve son intérét si P est un polyedre fermé s’exprimant comme un polytope, ou le
nombre de points extrémaux est faible. Cette méthode graphique n’est pas adaptée pour la résolution
générique des programmes linéaires : la méthode du simplexe est I’alternative fiable.
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1.3 Théoreme de séparation

1.3.1 Quelques définitions

Définition 1.3.1 (Hyperplan). L’ensemble H C R™ est un hyperplan de l’espace vectoriel (R™,+,.)
s’il est de la forme H = {x,aTx = a} pour « € R et a #0 € R™. Le vecteur a est appelé le vecteur
normal de H. L’hyperplan sera noté Hg, .

Définition 1.3.2 (Demi-espace). Par construction, un hyperplan H, o sépare Uespace en deuz. On
définit les demi-espaces suivants

H;:a ={z,a"z > af, Hy = {z,alz < a}.

Définition 1.3.3 (Hyperplan supportant). Un hyperplan H supporte un ensemble S-C-R"™ si on a
— H"cSouH CS8S,
— HNS #0.

De plus, H est dit supporté S a x lorsque x € HN S.

Définition 1.3.4 (Hyperplan séparateur). Un hyperplan H sépare deux ensembles S, T C R™ lorsque
SCH™ etT C H" ou vice versa. On dit aussi que S et T sont proprement séparés par H. Voir figure
1. 15

FIGURE 1.13 — Un hyperplan séparateur

Exemple 1.3.5. Dans R, S'=| —00,1] et T' = [1, +oo[ sont séparés par H(y) ;.
Dans R?,
— S={x cR% x> 1,20 =0} et T = [0,1] x [3,5] sont séparés par H iy,
—S={reR¥z <1} et T ={xecR®z>1} sont séparés par H g) 0.
— S=B@, et T = B_1,1),1/2 sont séparés par H -

Définition 1.3.6 (Séparation forte). Deux ensembles S, T C R™ sont fortement séparés lorsqu’il existe
deuz hyperplans paralléles distincts séparants S et T. C’est a dire il existe a € R™ tel que pour o # 3,
H, . et H, g sont des hyperplans séparateurs.

Proposition 1.3.1 (Caractérisation des hyperplans séparateurs). Deux ensembles S,T C R™ sont
proprement séparés lorsque

Ja € R",sup a’z < inf a’y et inf a’z < sup a’y.
€S yeT €S yeT

Deux ensembles S, T C R™ sont fortement séparés lorsque

Ja € R",sup a’ z < inf a’y.
z€S yeT
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1.3.2 Théoreme de séparation

Définition 1.3.7 (intérieur relatif). L’intérieur relatif d’un ensemble X C R™ est l’ensemble des

points x tels que
Ir > 0,B(x,r) N Af(X) C X,

ou Af(IX) ={>" Niwi,Vi=1,...,m,z; € X,> ", \i = 1} et B(z,r) est la boule centrée en x et
de rayon r. Notons que 1i(X) C X C cl(X) C Af(X).

Théoréme 1.3.2 (Théoréeme de séparation). Deuz ensembles convexes non-vides S, T C R™ peuvent
proprement séparés ssi leur intérieurs relatifs sont disjoints, i.e.

ri(S) N ri(T) = (.



Chapitre 2

Fonctions convexes univariées (4,5
séances)

2.1 Fonctions convexes

Définition 2.1.1 (Fonction convexe). Une fonction f : R +— R est convexe si pour tout A\ €]0,1] et
pour tout x,y € R,

fAz 4+ (1= Ny) <Af(z)+ (1 - 2)f(y)

Si Uinégalité est stricte, on parle de fonction strictement convexe.

Exemple 2.1.2 (Application linéaire). Soit f(z) = ax pour a € R. Il est facile de voir
FOr+ (1= A)y) = daz + (L= Nay = Af(x) + (1 = A) f(y)
pour tout x,y € R et pour tout X €]0,1]

Exemple 2.1.3 (Application constante puis affine). Soit f(x) = a(x — b) I;>, pour a > 0 et b € R.
Pour tout x <y € R et pour tout A €]0,1[; on a

fOz + (1 =Ny) =a(Az + (1 = Ny = b) Lyoq(1-x)y >b-

— Six <y <b, alors f(x)=f(y) =0=f(Ax + (1 = N)y).

— Six <b<uy,alors f(x)=0, f(y) =aly—>0) et fOx+(1—Ny) =0 oua(lx+ (1 —N)y—10)
suivant st A\x + (1 — ANy < b ou Ax + (1 — X\)y > b. Dans le premier cas, l'inégalité est vérifiée.
Dans le second cas,

arr +a(l =Ny —ab=aX(x —b)+a(l = A)(y —b) < (1 —Na(y —b)
<0

— sib <z <y, alors on retrouve le cas linéaire f(Ax 4+ (1 — N)y) = f(z) + (1 =N f(y).

Exemple 2.1.4 (Application quadratique). Considérons f(x) = x?. Pour tout v < y € R et pour
tout X €]0,1[, on a
fOz4+ 1 =Ny = Qz+(1-Ny)? = 22+ (1 - N2+ 201 — Ny
= M2+ (1= N2+ 2207 =N+ 2\ = N + 201 — Ny
= M@+ @ =Nf) +AA = 1(@-y)* <Af(2) + (1= N f(y)
——

<0

15
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f(2) |=mr PN

r z=(1-=-Nz+Xly Y

FIGURE 2.1 — Point de vue géométrique de la propriété de convexité

Proposition 2.1.1. Soient f : R — R et x1 < x9 < x3. Notons les points du plan P; = (z;, f(x;))
pour i =1,2,3. La pente entre P; et P; est définie par

pii.j) - L)

L’inégalité des trois pentes est
Py est en dessous de la ligne [Py, P3| < D(1,2) < D(1,3) < D(1,3) < D(2,3).

Démonstration. Le graph de la fonction f définis par les points (z, f(x)).cr révele des propriétés de
celle-ci. Montrons que

P, en dessous ligne [P, P3] < D(1,2) < D(1,3) & D(1,3) < D(2,3).
(1) = (2) On a pour tout A € [0, 1],

flz2) < Af(m) + (1 =N flas) & f(22) = f(z1) < (1= N)(f(@3) — f(21))
- f(x;):i(wl) <@ _/\)f(:c;):;”(m)

Comme 0 <1— X< 1, 9 — 1< x3 — x1, on choisit A tel que

T2 — I

=T3 —T1

Ainsi D(1,2) <D(1,3).
(2)=(3) On a

Tro — T1 S r3 — I1
& (f(z2) — flx)(@s —21) < (f(z3) — f(21))(z2 — 21)
& (f(ze) = f(z1))(@3 —21) < (f(23) — f(21))(22 — 3 + 73 — 71)
& (f(z2) — flzs))(@s —x1) < (f(z3) — f(21))(z2 — 23)
< (f(z2) — flza))(@s —21) < —(f(z3) — f(21))(z3 — 22)
o f(z2) — f(x3) < f(z3) — f(z1)
T3 — T2 I3 — X1
- flzg) = flxa) _ [l23) = f(an)
xr3 — X2 €r3 — X1

Donc D(1,3) < D(2,3).
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(3)=(1) Ona
fzs) — f(z1) fz3) — f(x2)

pa— S T Tn O U@s) = f@)(ws —w2) < (F(s) — flw2))(zs — 71)
& flze)(zs —x1) < fzs)(z2 — 1) + f(21) (23 — 22)
& flaz) < flas) 2t 4 flay) 222
r3 — I1 r3 — I1

(w2) p(z2)

1-p
& f(w2) < p(a2)f(21) + (1 = p(22)) f(23)

Autrement pour tout zo, D(1,3) < D(2,3) équivaut a f(x2) < p(ze)f(z1) + (1 — p(x2))f(x3)
ou p(z2) € [0, 1].
O

Proposition 2.1.2. f: R~ R est convezxe ssi pour tout xg € R, le coefficient de pente

f(x) — f(=o)

T — X0

D:x—

est croissante sur R\ {zo}. En particulier, on a l’inégalité des trois pentes

fla) = f0) _ fla) flo)_ f(b) = flo)

a<b<c=
a—2>b a—c b—c

Démonstration. Par la remarque précédente, pour tout s, P» est en dessous de la ligne [Py, Ps)
(x1 < w2 < x3) équivaut a D(1,3) < D(2,3) pour tout x; < z2 < 3. On prend xg = 3. O

Définition 2.1.5 (Fonction convexe sur1). Pour un intervalle I, une fonction f: 1 C R +— R est
conveze si pour tout X €]0,1[ et pour tout x,y € I,

Jz+ 1= Xy) <Af(x) + (1= A)f(y)

Si Uinégalité est stricte, on parle de fonction strictement convezxe.

2.2 Inégalités pour les fonctions convexes

2.2.1 Inégalités

Théoréme 2.2.1 (Inégalités de Jensen). Soit f : I C R — R wune fonction convexe. Pour tout
1 <o <Xy et Ao, A €[0,1] tel que Y i A =1, alors

f (Z Aﬂi) <> Nif(wi).
i=1 i=1

Si f est concave, alors l'inégalité est inversée.

Démonstration. Similaire & la proposition [1.1.6] O
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2.2.2 Application en probabilité et statistique

Exemple 2.2.1. Si les z; représentent les valeurs possibles d’une variable aléatoire discréte X avec
les probabilités \;, alors on a l'inégalité suivante sur l’espérance

f(E(X)) < B(f(X)).
moyennes arithmétique, géométrique et harmonique

Exemple 2.2.2 (Moyennes). Soit x1,...,x, un ensemble de n observations positives. On définit les
moyennes arithmétiques, géométriques et harmoniques par

1/n

n n

1 n

= E § Liy YGxn = H-Tz ) hx,n = .
N . 1
=1 = —
7 =1 Z z

=1

En utilisant l'inégalité de Jensen, on obtient g, n, < T, et hyp < Tp. En effet,
f(z) = —log(z),Yi=1,...,n,\ = 1/n.

Comme f est converze,

n n

I (Z Aﬂi) < Z)\if(:ni) < —log <Z :L:nz> < Z - 10g(1:l) < log (Z ) > Zlog x;)
i=1 i=1 im1

=1 i=1

En prenant l'exponentielle de chaque coté, on a

Choisissons g(x) = 1/x qui est aussi convezxe.

(Zm) <Z&g (i) <1/ (Z x) <Z /() <1/ (iix> Sii;

=1

En prenant l'inverse, on obtient
1

1 n 1 )
w2l T
2.3 Lien avec les ensembles convexes

Définition 2.3.1 (Epigraphe). Pour une fonction f : I C R — R, U’épigraphe se définit comme
epi(f) ={(z,y) € I xR,y > f(x)}.

Théoréme 2.3.1. Pour une fonction f : I C R R, f est convexe < epi(f) est un ensemble convexe
de R?.

Démonstration. = Soient 21 = (z1,¥1), 22 = (2,Y2) € epi(f) et A € [0,1]. Par définition,
1 > flz1),y2 > f(x2) = Ayr 2 Af(21), (1= AN)y2 > (1 = A) f(z2).

Ainsi Ayp + (1 = N)y2 > Af(x1) + (1 — \) f(x2). Or par convexité de f Af(z1) + (1= N\)f(z2) >
fx1 + (1 = X)z2). Donc

Ay + (1 — )\)yg > f()\ﬂ?l + (1 - >\)$2),
ie. Az1 + (1 — N)z2 € epi(f).
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< Soient z1,x2 € I et A € [0,1]. On pose z) = Az + (1 — X)xo. Il est naturel que (z;, f(x;)) €
epi(f). Par convexité de ’épigraphe,

MA@y, f(21)) + (1 = M) (w2, f(x2)) € epi(f),

Le. (zx, Af(z1) + (1= A)f(2)) € epi(f). Done f(zx) < Af(z1) + (1= A)f(z2).

2.4 Cas des fonctions dérivables

2.4.1 Rappel sur la dérivée

Définition 2.4.1 (Dérivée a gauche/droite). Une fonction f: I C R+ R est dérivable a gauche en
xqg lorsque la limite existe
f(z) = f(xo)

lim = 1" (zo)-
Ty T —Xo
f est dérivable a droite en xg lorsque la limite existe
. flx) = flzo
lim 7( ) (z0) = f(xo).
z—xd T —Zo

St la limite existe en tout point xg € I, alors f est dérivable a gauche ou a droite sur I.

Définition 2.4.2 (Dérivable). Une fonction f : I C R — R est dérivable en xy lorsque f' (xo) et
fi(xo) existent et f' (xo) = fi(xo) = f'(x0). Sila limite existe en tout point xo € I, alors f est
dérivable sur I.

Exemple 2.4.3. Les polynémes, les fonctions trigonométrique, les fonctions logarithme et exponen-
tielle sont des fonctions dérivables.

Définition 2.4.4 (C*). Une fonction f: 1 C R R est de classe CF si la fonction f est k dérivable
sur I et f%) est continue sur I.

2.4.2 Caractérisation

Proposition 2.4.1 (Caractérisation). Soit f : I C R +— R une fonction conveze.
— Si_fest différentiable sur I, alors f convexe sur I < [’ est croissante sur I.
— Si f est deux fois différentiable sur I, alors f conveze sur I < f" est positif ou nul sur I.

Démonstration. Considérons f une fonction convexe et différentiable sur I. Il est évident que f convexe
= f’ croissant. Puisque par la propriété [2.1.2, pour tout x < y et zg € R,

f(@) = flwo) _ fly) = flwo)

T — X T Y-z

En prenant la limite lorsque 9 — x, on obtient f'(z) < % et lorsque x¢p — y, on obtient

fy)—f(z) ? fy)—f(=)
EETEa— < f'(y). D'ou f'(x) < = < f'(y)-
Montrons que f’ croissant = f convexe. Soit x < y < z. Par le théoréme des accroissements finis,

il existe yo €|z, y[ tel que
1)~ 1)

f'(yo) = Ty
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De méme il existe zg €]y, z[ tel que

f,(ZO) _ f(y; : j(z)

Comme f’ est croissante et yo < y < zp, on en déduit f'(yo) < f'(z0) équivaut a

flx) = fly) _ [ly) =) _ f(z) = fy)
r—y = y—=z z—y
On conclut par la propriété Pour f deux fois différentiable c’est immédiat. O

Exemple 2.4.5. Considérons pour a > 0 et b € R la fonction

f(x) = a(z = b)* Ly 4oe) ()

Vérifions la décidabilité en b.

lim f(x) = f(b) = lim 0 =0
r—b— Tz —>b z—b— T —
li f(@) = /() lim ax — b)* lim a(zx—=0)=0

T—bt z—b z—bt r—b zobt

Donce fL(b) = f\.(b) = 0. La fonction f est bien dérivable en b.. Autrement dit, f est dérivable sur R.
On a

f(x) = 2(x — b) I 4o (7).

Comme c’est une fonction croissante sur R, alors f est convere sur R.

Exemple 2.4.6. Montrer que les fonctions définies sur Ry sont convexes : f(x) = 22, f(x) = |z|,
fw) = ¥ pour p <1, f(z) = ¢ et f(z) = — log(z).

Proposition 2.4.2 (Dérivabilité). Soit f: I € R — R une fonction convexe. f posséde une dérivée
a gauche et a droit en tout point de lintérieur de I. De plus pour x <y € I,

fly) — f(z)

fl(x) < fi(z) < T

< fL(y) < fi()

En particulier f et f' sont eroissantes.

Démonstration. Soient z un point intérieur de I et x < z < y. Par la propriété la fonction

T > w est croissante et borné par % Ceci entraine f’ (z) existe et telle que
y—2z

En faisant tendre y — 27, alors on déduit f/ (z) < f/ (z). Ainsi

fL(x) < filx), fL(y) < fi(y).

Par I'inégalité des pentes,

peneyms T@IE) _J@)-16) () =fW)
xr—z T —y z—y
Combiné avec
ti PO LEZI

donne le résultat. O
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Proposition 2.4.3 (Continuité). Soit f : I C R — R une fonction convexe. Pour tout a < b € I, il
existe M > 0 tel que

Va,y € [a,b],|f(x) = f(y)] < M|z —y].

Autrement dit f est localement Lipschitz continue (donc continue) sur l'intérieur de I.

Démonstration. Soient a < b€ I et z,y € [a,b]. Pour z <y,onaa <z <y<b
fi(a) < w <) = 'W\ < max(f' (b), —f1(a) = M < o0
M est fini car les dérivées a gauche et a droite existent. La continuité est immédiate. O

Proposition 2.4.4 (Ensemble de non-dérivabilité). Soit f : I C R — R une fonction conveze. Notons
Z C I l’ensemble des points ou f n’est pas dérivable. Z est un ensemble dénombrable.

Démonstration. Par la propriété on a pour tout z € I, f/(z) < f (z). En particulier pour tout
z € Z pour lequel on a f! (z) < fi (z) puisque non différentiable. On définit une fonction r par

Z— Q
z—= r(2) tq. fL(z) <r(z) < fi(2).

Pour z < 2/, on a par 2.4.2)
f(z) = f(z)

FL(z) <r(z) < filz) £ =7 < JL(Z) <n(e) < [i() = r(2) <r(2).

Comme f est une fonction strictement croissante sur Z, elle est injective avec Q. Q étant dénombrable
alors Z est au plus dénombrable. C’est équivalent a regarder les points de discontinuités de la fonction
croissante f’ . O]

Exemple 2.4.7 (Exemple tordu). Considérons une fonction ¢ : N* — QN|0, 1[ bijective. Définissons

10, 1[xN* R . [ 1/2" sip(n) < x
5 (x,n) R s(z,n)’ ol s(z,n) = { 0 sip(n) >z
On définit f :]0,1[—]0, 1] par
+oo
flz) =" s(z,n).
n=1

Donc fest strictement croissante et discontinue en tout point rationnel. Enfin la fonction convexe est
définie par intégration F :]0,1[—]0,1[ par F(z) = [} f(t)dt. Par construction elle est discontinue et
conveze par croissance de sa fonction “dérivée”.

Proposition 2.4.5 (Hypothese affaiblie). Soit f : I C R +— R une fonction continue. Si f vérifie

240)  H)416)
2 2

Vx,yG]R,f<

alors f est conveze.

Démonstration. Montrons par récurrence que pour n > 1, pour tout z,y € Ret p € {0,1,2,...,2P},

om _ on _
F(fa+ 250) < 2i@+ 22 s,

on a
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— pour n = 1, la relation f (gm’—i— 2%py> < Bf(x) + 252 f(y) découle de 'hypothese (p = 1);

f(@) < f(z) pour p=0; f(y) < f(y) pour p =2
— supposons la relation au rang n. Soit p < 2™. On décompose le paquet
P 2n+1 —p B 1 P on _ P 1 2ny
f<2n+1$+ gt V) = Mg\t ¥) tom
1 P "—p 1
< = — -
< 2f<2n + y)+2f(y)
1/p 2" —p 1
< | = —
< 5 (Br@+ 25w + 5
D 2n+1 P
< S+ Tt

Maintenant si A € [0, 1], il existe une suite (\,), de la forme p/2™ qui converge vers A par densité de

Q dans R. En passant a la limite I'inégalité (car f est continue)

2" —p
2TL

F (ot T ) < gt + 252 ).

n n
on obtient la définition de la convexité
O

Proposition 2.4.6 (Caractérisation). Soit f : I C R+ R une fonction différentiable. On a les
équivalences suivantes

1. f est convexe sur I.
2. Va,y €1, f(x) > f(y) + f(y)(z —y).
3. Va,y €I, (f'(z) = f'()(x—y) 2 0.
Démonstration. (1) = (2) Soient z,y €1 et A € [0,1]. On a

fly+ Az —y) =fQat (T=2y) < Af(2) + (1 =N f(y) = fly) + A(f(z) = f(y)
Donc

f(y+A(fB;y)) - fly) < flz) — f(y)

S AUHRAL I IO )0 —y) < @) - )~ £ ) )

= f(yéJ/r(i)—_yJ;(y) — W)@ —y) < f(z) = fly) — Fy) (= —y)

e 635 —Iw) (x—y) = fW)(x—y) =0< flz)— fly) — f'y)(z—y)

= lim
6—0

(2) = (3) On adonc z,y € 1
f@) = fy) + f )@ —y) et fly) = fz) + f(2)(y — 2),

par symétrie. En les additionant, on trouve
f)+f@) = f@)+ )+ @)y —2)+ @) -y)
<0 (f'(y) = f'(@)) (@ —y)
& (f'(z) = )@ —y) 0
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(3) = (1) Soient z,y € I. Sans perte de généralités, x < y. On pose g(t) = f(z + t(y — z)) pour
t € [0,1]. Soient t; <ty € [0,1]. On a

gt2) —g'(t1) = (f'(@ +taly — 7)) — flz +t1(y — 2))) (y — 2)

En posant z; = x + t;(y — z), on a 21 — zo = (t1 — t2)(y — x) et

(ta —t1)(g'(ta) —g'(t1)) = (f(x+ta(y—2)) = flx+ti(y —2))) (y — x)(ta — t1)
= (f'(22) — f'(21))(22 — 2z1) > 0 par hypothese.

Comme to—t1 > 0, on en déduit que ¢'(t2) —g'(t1) > 0. Donc ¢’ est croissante, ainsi g est convexe
par la propriété m Or f(z) = g((z —x)/(y — ) pour z € [x,y].
on a f = go h. Autrement dit, f/ = ¢’ o h x h' avec ¢’ croissante, h croissante et h’' constante
positive donc f’ est croissante, i.e. f convexe.

O]

2.5 Opérations préservant la convexité

Proposition 2.5.1. Soient f,g: I C R+— R deux fonctions convexes.
1. \f est convexe pour A > 0.
2. f+ g est convexe sur I.
3. max(f,g) est convexe (valable aussi pour un nombre fini).

Démonstration. 1. epi(Af) = {(z,y),y > Af(z)}. Solent z1 = (x1,y1),22 = (v2,y2) € epi(Af) et
we [0,1].

yi > Nf(x;)
= py1 + (1= wya > pXf(x1) + (1 — p)Af(22)
& pyr+ (1 —wyz 2 Apf (@) + (1 —p) f(x2)) = Af(par + (1 — p)z2)

Donc pz + (1 — p)z2 € epi(Af).
2. epi(f+g) ={(z.y),y > f(x)+g(x)}. Soient 21 = (v1,y1), 22 = (w2, y2) € epi(f+g) et p € [0,1].

yi > f(@i) + g(x:)
= pyr+ (1= wy2 > p(f(z1) + g(21)) + (1 — p)(f(22) + g(22))
< pyr+ (1= p)ye > pf(z) + (1 —p) f(z2) + pg(zr) + (1 — p)g(a2)
< pyr+ (1= pye > flpzr + (1 — p)ze) + g(per + (1 — p)z2)

Donc pz; + (1 — p)z2 € epi(f + g).

epi(max(f,g)) = {(z,9),y > max(f(z),9(x))} = {(z,9),y > f(x),y > g(x)}
= {(z,y),y > f(x)} n{(z,y),y > g(x)} = epi(f) Nepi(g)

Comme l'intersection de deux ensembles convexes est convexe, il est naturel que max(f, g) soit
convexe.

O]
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______ g
—— max {f, g}

FIGURE 2.2 — Opération maximum de deux fonctions

Proposition 2.5.2. Soient I,J C R deux intervalles de R. Pour f : J — R etg: T — J deux
fonctions réelles, on définit la composée f o g de f par g comme f o g(x) = f(g(x)).
— Si f et g sont convexes et f croissante alors f o g est conveze.
— Si f et g sont différentiables sur I et J respectivement, alors fog convere< ¢ X f'og croissante
sur I.
— Si f et g sont deux fois différentiables sur I et J respectivement, alors fog convexe < ¢"(x) x
flog(x)+ (¢'(x))? x f"og(x) >0 pour tout € I.
En particulier, si g est affine, il suffit que f soit convexe pour garantir f.o g soit convexe.

Démonstration. Soient z,y € J et A € [0,1]. Si f : I+ R est croissante et g : J +— I est convexe. (les
deux continues)
1. g convexe et x,y € J

g(Az + (1= N)y) < Agl@)+ (1 — N)g(y)

2. f croissante et f convexe et g(x),9(y) € I

flgAz + (1 =AN)y)) < fFg(2)+ (1 = A)f(y) < Af(g(x)) + (1 =) fg(y))

3. autrement dit
flgAr +(1=My)) < Af(g(x)) + (1 =N f(9(y))

donc f o g convexe.

Ona (fog)(z) =g (x)x frog(x) et (fog)'(x) =g"(x) x fog(x)+ (¢'(z))* x f o g(x). Par la
proposition [2.4.1] c’est immédiat. O

Exemple 2.5.1. Par ezemple g(x) = ax + b et f(x) = 2*

sur R.

, on a que fog(x) = (ax +b)? est conveze

2.6 Variations sur la convexité

2.6.1 Fonctions concaves

Définition 2.6.1 (Fonction concave sur I). Une fonction f : I C R +— R est concave si —f est
convexe. Autrement dit pour tout X €]0,1[ et pour tout x,y € I,

fOz + (1 =Ny) = Af(2) + (1= M) f(y).
St Uinégalité est stricte, on parle de fonction strictement concave.

Remarque 2.6.1. Les fonctions f : I C R — R convexes et concaves sont les fonctions affines, i.e.
f(z) = ax +b.
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Exemple 2.6.2. Avec des arguments du méme type qu’au début du chapitre, on montre que f(x) =
—a2 est concave sur R.

Définition 2.6.3 (Hypographe). Pour une fonction f : I C R+~ R, U’hypographe se définit comme
hyp(f) ={(z,y) € I xR,y < f(x)}.

Théoréme 2.6.2. Pour une fonction f : I C R — R, f est concave < hyp(f) est un ensemble
conveze de R?.

Démonstration. Immédiat O

2.6.2 Fonctions log-convexes et log-concaves

Définition 2.6.4 (Fonction log-concave/log-convexe sur I). Une fonction f : I € R — Ry est log-
convexe (log-concave) si log(f) est convexe ( resp. si log(f) est concave). Autrement dit pour tout
A €]0,1[ et pour tout x,y € 1,

log(f(Az + (1= N)y)) < (2)AMlog(f(x)) + (1 = A log(f(y)) & f(ha + (1= Ny) < () f(2) f(y)' ™

Proposition 2.6.3. Une fonction f: I C R— Ry log-convexe est convexe sur I. Mais, une fonction
f:I CRw— Ry log-concave n’est pas forcément concave sur I.

Démonstration. Pour f log-convexe, on a

log(f(Az + (1 = N)y)) < Alog(f(z)) + (1 — A)log(f(y) <log(Af(z)+ (1 —A)f(y)),

par concavité du log. Donc

fOx + (1= XNy) <Af(@) + (1= A)f(y).
Donc f convexe. O

Exemple 2.6.5 (densité de probabilité). Quelques exemples de probabilité :
— Loi exponentielle : f(x)= e " est log-concave et log-conveze.
— Loi normale : f(x) = e~ /2 est log-concave mais pas concave.
— Loi logistique : f(x) = 1/(14 e) est log-concave.

2.7 Extrema des fonctions convexes univariées

2.7.1 - Théorémes

Théoréeme 2.7.1. Soit f: I C R +— R différentiable et conveze pour I un intervalle ouvert. On a les
équivalence suivantes pour x* € I :

(1) x* est un minimum local de f, i.e. Ir > 0,V €]z* —r,a* 4+ r[, f(z*) < f(z).

(2) z* est un minimum global de f, i.e. Vx € I, f(z*) < f(z).

(3) f'(x*) = 0.
St f n’est pas différentiable, alors (3) devient 0 € [f_(z*), fi.(x*)] (toujours défini).

Démonstration. (1) = (2) Supposons que z* est un minimum local de f sur J C I. Par construc-
tion z* ne peut étre aux points extrémes de J mais a Uintérieur. S’il existe y* € I\ J tel que
y* soit le minimum global de f. Ainsi

min f(z) = f(2%), minf() = fly"), fly") < f(z”).

\J
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Autrement dit
Vo e J, f(x) = f(a7), Veel\J f(z)=f(y")
Soit A €]0, 1[. Par la convexité de f, on a

FOY™+ (1= N)2") S Af(y") = f(27) + F(@7) < f27),

puisque f(y*) — f(z*) < 0 et A > 0. Comme J est ouvert, il existe A\g petit tel que VA < Ag,
zx = Ay + (1 = N)a* € J avec f(zy) < f(x*). C’est impossible car z* est un minimum local
sur J. Ainsi par contradiction f(z*) < f(y*).

(2) = (3) Supposons que z* est un minimum global de f sur I. C’est une propriété d’analyse. On

a
pour h > 0. En z*, on a par hypothese pour tout z, f(x) > f(z*). Donc
Flr ) - f) S k) )
h = “h =
LI ) S = )
h h
Donc fah . 2\ n .

(3) = (1) Comme f est convexe pour tout = € I

fl@) = f@®) + f/(@) (@ — a¥)

Par hypothese f/(2*) = 0, donc f(x) > f(2*).
O

Exemple 2.7.1. Considérons f(z)= x% et'I = R. Il est facile de voir que le minimum (global) est

atteint a x* = 0. Le fait que 0 soit un minimum local se traduit par f(0) = minge_q 1 f(x) mais aussi

f(0) = minge)_9 o) f(7). . .Le fait que-0-soit un minimum glob al se traduit par f(0) = mingeg f().
Notons que si on choisit I =]0,10] alors le probléme miny f(x) n’a pas de solution dans I.

2.7.2 Application économétrique

Considérons une séries de flux Fy,...,Fpr versés aux dates t = 0,1,2,...,7T, par exemple un
remboursement de prét ou les intéréts d’un placement. La somme actualisée des flux est définie par

T

Iy
10 =2 ae

t=0

pour r > 0. En pratique, sign(Fp) # sign(Fy) = --- = sign(Fr). S est une fonction C* sur R;. De
plus, S est aussi convexe si sign(F;) > 0 pour i > 1 et concave si sign(F;) < 0 pour i > 1 puisque

Le taux actuariel ou taux de rendement interne est le point 7 > 0 tel que f(7) = 0. L’existence est
garantit par le théoreme des valeurs intermédiaires puisque f(0)f(o0) < 0. La convexité garantit une
convergence rapide du calcul de la racine.
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Considérons la méthode de la tangente, initialisée par deux points xg et x1, et de récurrence

" — Tp — Tp—1
e f(zn) = f(wn-1)

Etudions ’écart entre un point et la solution 7

— . Tp — Tp—1 - = . In Tn—1 f(xn) - f(T)
S P ey KAl Ak Ll e P ey Ry
Par la proposition [2.4.2], on a
m < min(f"(7), f(zn)) < W < max(f(7), fi(zn)) < M

On a

) Tn— o1 f(@n) = f(F)  @p—p <f($n) — flzn=1) flwn) - f(?"))

f(n) = flon-1) Ty —T f(xn) = f(zn1) Tp — Tp-1 Tp —T
An
ot Fon)—fan1) _ flan)—f()
f(xn) - f(linfl) B f(l'n) - {(F) _ («Tn—l _ f) Trn—Tn_1 - _ Tn—T
Tpn — Tn—-1 TIpn —T TIp—1—T
By

Par convexité on borne A,, et B, pour aboutir a

FZ <|xp = 7| |xp_1 — 7| M

|Tnt1 — T = |on — 7| |[T=1 =T

En notant e,, = |z, — 7|, on a une suite par récurrence des erreurs

s

ent1 < epep 1M < - < (60)p

ot1 p vérifie I'équation p? = 2p + 1 ¢’est & dire p = (1 + v/5)/2.



Chapitre 3

Fonctions convexes multivariées (3
séances)

3.1 Fonctions convexes

Définition 3.1.1 (Fonction convexe). Une fonction f : R™ — R est convexe si pour tout A €]0,1[ et
pour tout x,y € R™,

fAz 4+ (1= Ny) <Af(z)+ (1 -2 f(y)

Si linégalité est stricte, on parle de fonction strictement conveze.

Exemple 3.1.2 (Application linéaire). Soit f(x) = a2 pour a € R. Il est facile de voir
FOz + (1= Ny) = A"z + (L= Na'y = Af(z) + (1 = A) f(y)
pour tout x,y € R et pour tout X €]0, 1]

Exemple 3.1.3 (Application quadratique). Considérons f(x) = xT Az pour A € R™ " symétrique
semi-définie positive. Pour tout x'< y € R™ et pour tout A €]0,1[, on a

FOrz+1=Ny) = Ae+1=y"AQz+ (1= Ny) = [[Az+ (1= Nyl4
< A2l (1= Nyl = Ml + (= Mlyld = M) + (1= A)f(y)

car A définit une norme sur R™.

Définition 3.1.4 (Fonction convexe sur C). Une fonction f : C C R — R pour C un ensemble
conveze est convexe si pour tout A €]0,1] et pour tout xz,y € C,

FOz+ (1 =Ny) <Af(z)+ (1= N)[f(y).

St Uinégalité est stricte, on parle de fonction strictement convexe.

Définition 3.1.5 (Fonction concave sur C). Une fonction f : C C R +— R pour C un ensemble
conveze est concave si pour tout A €]0,1[ et pour tout x,y € C,

JAz+ 1 =Ny) 2 Af(x) + (1= A)f(y)

Si Uinégalité est stricte, on parle de fonction strictement concave.

28
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3.2 Liens avec les ensembles convexes

Définition 3.2.1 (Epigraphe). Pour une fonction f : C C R™ — R, U’épigraphe se définit comme
epi(f) = {(z,y) € R"™y > f(z)}.

Théoréme 3.2.1. Pour une fonction f : C C R™ — R, f est convexe < epi(f) est un ensemble
conveze de R™t1.

Démonstration. Similaire au cas univarié. O

Définition 3.2.2 (Hypographe). Pour une fonction f : I C R — R, I’hypographe se définit comme
hyp(f) ={(z,y) € I xR,y < f(x)}.

Théoréme 3.2.2. Pour une fonction f : I C R — R, f est concave < hyp(f) est un ensemble
conveze de R?.

Démonstration. Immédiat O

3.3 Opérations préservant la convexité

Proposition 3.3.1. Soient f,g: C CR"™ — R deuz fonctions convezes.
1. \f est convexe pour A > 0.
2. f+ g est conveze.

3. max(f,g) est convexe (valable aussi pour un nombre fini).

Démonstration. Similaire au cas univarié. O

3.4 Inégalités pour les fonctions convexes

3.4.1 Inégalités

Théoréme 3.4.1 (Inégalités de Jensen). Soit f : C C R™ — R une fonction convere. Pour tout
T1,...,xp €C et A, ..., N\ €[0,1] tel que Y ;1 N\j =1, alors

/ (Z )\z‘%‘) < Z i f ().
i=1 i—1

Si f est concave, alors linégalité est inversée.
Démonstration. Similaire a la proposition [I.1.6] O

Proposition 3.4.2 (Inégalités de Holder et Minkowski). Soient p,q > 0 tels que 1/p+ 1/q = 1.
Considérons ay,...,an et by, ..., b, 2n réels strictement positifs.
Linégalité de Holder est

n n 1/p n 1/q
=1 =1 =1

Linégalité Minkowski est
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Démonstration. Démonstration sans utiliser les normes.

1. Comme log est concave

log(z® /p +y?/q) > log(2?)/p + log(y?)/q.

En passant a 'exponentielle,
z?/p+y?/q > xy.

2. En prenant la relation en a; et b; on obtient
abi < a'/p+bl/q

qui en les sommant donne
n n n
Zaibi < Zaf/]?—i- Zbg/q =1/p+1/qg=1
i=1 i=1 i=1

3. On cherche une transformation «;, 3; des a;, b; tels que > ;o =1 et > " | 87 = 1. Prendre
a; = a;/(3_ 1, a) ne suffit pas. On pose
a b;

e B = g
(Zj:1 a?)l/p (Zj:l b?)l/q

On abien Y ;" ;of =1et > ', A1 = 1. Donc d’apres la question précédente,

oy =

n

" 073 bl
;3 = n o <1l
; Z (Zj:l a?)l/p (Zj:l b?’)l/q

i=1
On obtient I'inégalité de Holder.

4. On décompose
(ai + bi)p = (ai + bi)p_lai + (ai + bi)p_lbi.

Ainsi ( . .
Z(ai—i—bi)p = Z(ai+bi)p_1a¢+2(a¢+bi)p_1bi
=1 i=1 i=1
n n g s n 1/p n /g s n 1/p
= Z(az -+ bi)p < (Z(az + bi)pq—q> (Z af) + (Z(az + bi)pq—q) (Z bf)
=1 =1 =1 =1 =1

Or 1/p+1/q =1 équivaut a pg — q = p, donc

n n 1-1/p n 1/p n
< Z(ai + ;)P < <Z(ai + bi)p) (Z af) + (Z(ai + ;)P
i=1

i=1 1=1 i=1

1-1/p / 1/p
()
i=1

1/p
)
1

n 1/p n 1/p n 1/p
(o) (5 59

i=1 i=1 =1

N——

3

n n 1-1/p n 1/p
At Z(Cbi +b;)P < (Z(ai + bl-)p> <Z af) 4 (

1=1 =1 =1
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3.4.2 Liens avec les normes et les distances

Exemple 3.4.1 (L, normes). Pour z € R", la norme L, est

n 1/p
|zllp = (Z Iﬂfilp> -

i=1
Notons que pour p = 00, on a ||z||e = max; |z;|. Pour tout p > 1, la fonction ||.||, est une norme, i.e.
positive, définie, positivement homogene et vérifiant linégalité triangulaire.
Pour tout p > 1pas, la fonction norme ||.||, est une fonction convexe. En effet, pour tout z,y € R"
et A€ [0,1],
1Az + (1= Nyllp < [[Azllp + [[(1 = Nyllp = Allzllp + (1 = Mlyllp-

Autrement dit, 'inégalité de Holder a pour cas particulier l’inégalité de Cauchy Schwarz
< a,b> < lallp|[bl]p-
Linégalité de Minkowski se réécrit comme l'inégalité triangulaire
lla +bllp < llallp +[10]p-

Exemple 3.4.2 (Fonction support d'un programme linéaire). Soit f la fonction définie par f(c) =
max{c’z,z € S} ou S est un ensemble convexe non vide. Typiquement.S-est un polytope de R". Soit
A>0.

fde) = max{(Ae)Tz,z € S} = max{\(cTz),z € S} = Amax{cTz,z € S} = \f(c).

Comme S est positivement homogéne, on le représente comme un polytope de ses points extrémaux
S =co({v1,...,vp}). La solution d’un probléme linéaire est atteinte sur un des points extrémauz, donc
fle) = max clvj = max fi, ot fi(c) = clv;.

- ARG} ]: EARAS)

Comme f; sont linéaires, elles sont aussi convexes. Donc f = max; f; est aussi convere par|3.3.1]

3.5 Cas des fonctions différentiables

3.5.1 Dérivée directionnelle

Définition 3.5.1. Pour une fonction f : R" — R, la dérivée directionnelle de f en xy selon la
direction z est définie par

ooy e (@0 £ 82) — f(x0o)
fwo2) = i .
Pour z = ej le jéme vecteur unitaire, f'(xo;e;) est notée
t ) —
af (-’130) — hm f(.’]jo + ej) f(xo) .

8716]‘ t—0 t

Exemple 3.5.2. Dans R?, considérons f(x1,x2) = e*1T2x 19,

eT1trettzi+iz (xl + tZl)(-T2 + tZQ) _ eI1+I2$1x2

fl(x;2) = lim

t—0 t

N P (1 +tzy +tza+o(t))(z1 + tz1) (w2 + tze) — x122
t—0 t

_ iy et (tz1 +tzg + o(t))(z122 + tz122 + t20m) + O(t2)) + tz1xo + 2oz + 0(t2)
t—0 t

= ltiglo "2 [(21 4 22 + o(1)) (w122 + t2132 + t2ow1 + o(t?)) + z122 + 20m1 + o(t)]

_ elerIQ [(Zl + ZQ)xle + z122 + ZQ«Tl]
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Pour z = (1,0) et z = (0,1), on retrouve ce que ’on obtiendrait en dérivant naturellement

of of

oz, " Oxy

T1+T2 T1+2x2

() = ™1 2 19 + 1T %29 (x)=e T1T9 + € 1.

Proposition 3.5.1. Pour une fonction f : R™ — R™, on définit

Gz,z it gz () = fz +t2),
pour x,z fixé. g, . convexe sur R pour tout x,z € R" équivaut a f convere sur R".

Démonstration. < Par simple manipulation,
G+ (1= Nto) = @+ (A + (1= Nt2)2) = F((@ + t12)A + (1 — N (@ +122))
Par hypothese f((z +t12)A+ (1 = N)(z + t22)) < f(x + t12)A + (1 — A) f(x + t22), donc
gt + (L= A)t2) < g(t)A + (1 = ANg(t2)
= On a par hypothése
fQz+ (1 =Ny) = fly+ Az —y) =9(A) =g(A x L+ (1= A) x0) < Ag(1) + (1 = A)g(0)
Ainsi

FOx+ (1 =XNy) <AM(y+z—y)+T=Nfly+0)=Af(z) + (1 =) [(y)

O
Exemple 3.5.3. Dans R?, considérons f(x1,a2) =e"1 22129, On définit
g(t) = emteattEta) (o 4t (2o + t20)
donc la dérivée devient
G (t) = (21 + 29)ePr o2t EIT22) () 4 t2)) (29 + tag) + ePr o2 HtEIT22) (5 4 20,
1l est difficile de voir si cette fonction n’est pas croissante par rapport a t pour tout x, z.
J"(t) = (21 +2)%eM T EATR) (1) 4 b)) (20 + t2n) + (21 4 20)eT T EITR) () 4 ) 4 emrtmFtntE) () 4

= (z1+ 22)2€x1+$2+t(zl+z2)[(1‘1 +tz1)(we + t22) + 2]
Pour 21 = =1,29 =0, ¢"(t) = "1 T%27 (21 — )22 + 2] n'est pas positive pour tout t et x.

Théoreme 3.5.2. Soit f : C' C R"™ — R une fonction convexe. f est continue sur C et admet des
dérivées directionnelles.

Définition 3.5.4 (Différentiable). Pour une fonction f:R"™ — R, f est différentiable si pour tout x,
il existe un unique d, tel que
h) — —drh
oy J@Hh) - f@)—dih
[1R][—0 1Al

Si f est différentiable, alors f admet une dérivée directionnelle pour z # 0.
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Définition 3.5.5 (Gradient). Pour une fonction f : R™ — R différentiable, le gradient de f en xz est
défini par

Viz) =

o
ax{l (2)
Vf(z) est le vecteur d,, dans la définition précédente.

Définition 3.5.6 (matrice Hessienne). Pour une fonction f : R™ — R deux fois différentiable, la
matrice Hessienne de f en x est définie par

92 f 8%f
V2 f(z) = .
o2 52
-~ 4L —(z) ... ﬁ(x)

C’est une matrice symétrique.

3.5.2 Caractérisation par le gradient ou matrice Hessienne

Théoréme 3.5.3. Pour une fonction f: C CR"™ — R différentiable, On a les équivalences suivantes

1. f est convexe sur C

2. pour tout z,y € C, f(x) > f(y) + Vf(y)(z —y).
3. pour tout z,y € C, (Vf(x) — Vf(y) T (z—y) >0.

Démonstration. 1. = 2. Soient z,y € C, X € [0,1].
fle+ XMy —2) = f(L=Ny + Azx) < (1= N)f(y) +\f(2)

donc

fl@+AMy —2)) = fly) < Mf(2) = fy) =

flaz+ Ay ;x)) I Vi (x—y) < f(@) = fly) + Mf(x) + Vi) (@ —y).

Lorsque A — 07, on obtient

0< fz) = fly) + V) (@ —y).
2. = 3. Par symétrie, on a
fly) = f@) + Vf(2)"(y - z)
En utilisant I’hypothese et en sommant, on trouve
F@) A+ fy) = f@)+ fy) + V@) (y—2) + V) (@ —y) & (V@)= Vi) (@ —y) >0

3.= 1. Onpose g : t — f(z+t(y —x)) pour ¢t € [0,1]. Donc g(0) = f(x) et g(1) = f(y). En
dérivant on obtient pour 0 < #; < t3 < 1, par la regle de composition (par ex Wikipedia))
g(t) =V +tly — )" (y — ). Donc

g(ta) —g'(t1) = Vi@+tay—2) (y—2)=Vilz+t(y—2) (y—=)
— —
_ (V@) = V@) (@ —a1)
to — 11 =7

puisque le numérateur est positif par (3) et le dénominateur par t; < to. Donc ¢’ est croissante.

Par la proposition g est convexe et par la proposition f est convexe.
O


https://fr.wikipedia.org/wiki/Th%C3%A9or%C3%A8me_de_d%C3%A9rivation_des_fonctions_compos%C3%A9es#Cas_g.C3.A9n.C3.A9ral
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Remarque 3.5.4. Comme dans le cas univarié, le théoréme montre qu’une approximation de Taylor
a lordre 1 sous-estime toujours la valeur de la fonction f.
Théoréme 3.5.5. Pour une fonction f: C C R" +— R de classe C?, On a les équivalences suivantes
1. f est convexe sur C
2. pour tout x € C, V2f(x) semi-définie positive, i.e. ¥z € R" 2TV2f(z)z > 0.

Démonstration. Par la proposition on s’intéresse a la fonction g, .. Comme f est C?, g lest
aussi et donc

/ 8f " o 82f T
g(t):Z—(x+tz)xzj, g (t):ZZ (x+tz) x zj x z; = 2" Vf(x +t2)z.

Ox; Pt 0x;0x;
Par la proposition m, g convexe équivaut & ¢”(t) > 0 pour ¢ € R. Donc pour tout z,z € R™,
Vt, 2TV f(x 4 t2)2 > 0= 2TV f(x)z > 0.
On a procédé par équivalence. ]

Exemple 3.5.7. Soit f : R" — R définie par f(z) = 27 Ax + bz + ¢, avec A symétrique semi-définie
positive. Il est facile de voir que Vf(z) = 2T A+ Az +b=2Ar+b et V2f(x) = 2A. C’est une matrice
semi-définie positive.

3.6 Optimisation convexe

Théoréme 3.6.1. Soit f : C' C R" — R une fonction différentiable et convexe sur C' un ensemble
ouvert et convere. On a les équivalence suivantes pour x* € C :

— x* est un minimum local de f.

— x* est un minimum global de f.

— Vf(z*)=0.
Exemple 3.6.1. Considérons le cas simple d’une fonction quadratique pour x € R™ (avec A symétrique)
fx)=2TAz +bTz +c.
La condition d’optimalité est 2Ax + b= 0.

Théoréeme 3.6.2. Soit f : C C R” — R une fonction C et convexe sur C' un ensemble conveze.
z* € C est un minimum (global) de f sur C ssi

Vo € C,Vf(x*)T (z —2*) > 0.
Un tel point x* est appelé un point stationnaire.

Démonstration. = Supposons Vf(z*)T(xg — 2*) < 0 pour zg € C. On applique le théoréme des
accroissements finis & la fonction g(e) = f(2* + €(zo — 2*)). Pour tout € > 0, il existe s € [0, 1]

f(@* + e(xg — %)) = f(z*) + eV f(2* + se(xg — %)) (w — ).

Comme Vf(2*)T (2o — 2*) < 0 et que le gradient est continu, pour e suffisamment petit,
Vf(x* + se(xg — x*)) < 0. Autrement dit f(z* + e(zp — 2*)) < f(z*) et comme C est convexe,
x* 4+ €(zg — x*) € C. C’est contradictoire.
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< Par le théoreme [3.5.3] on a pour tout z € C,

f(x) = f(a*) + V(@) (@ - 2”) > f@"),
par hypothese.

Exemple 3.6.2. Soit f: C — R ou C =R". Un point stationnaire de f vérifie pour tout x € R’}

Vi) (x - a* —z) >0
i e
En particulier pour x; € [0, x}]. Si zF > 0, alors Taﬁ(m ) =0. Sinon zF =0, on a 8f ( *y> 0.

3.6.1 Fonction de Lagrange et dualité de Lagrange

Considérons le probleme d’optimisation suivant

min f(z) tel que gi(z) <0 pourl=1...,m. (P)

zeR

Définition 3.6.3 (Lagrangien). Pour le probléme (P), le Lagrangien L : R™ xR™ — R est défini par

L(z,\) = f() + ) \igi(x)
=1

Les multiplicateurs de Lagrange )\; s’interpréte comme la sensibilité de 'optimum a cette contrainte.

Proposition 3.6.3 (Condition d’optimalité KKT (premier ordre)). Supposons que f soit C1. Si z*
résout le probleme d’optimisation (P), alors il existe \* € R™ tel que

— minimalité (premier ordre) : V,L(xz*, \*)=0,

— condition primale : pour tout 1, g;(x*) <0,

— condition duale : pour tout I, \j >0,

— complémentarité : pour tout I, )‘l g(x*) =0.
Dans le cas d’une égalité pour g;, la condition primale devient g;(x*) = 0, la condition duale n’est plus
nécessaire, tandis que la condition de complémentarité est toujours vérifiée.

Proposition 3.6.4 (Condition second ordre). Si les fonctions f et g; sont convezes, alors la solution
x* des conditions du premier ordre, est un minimum global du probléme d’optimisation.

Exemple 3.6.4. Soit f(x) = x% +3x% —2x129 — 1 Sous contrainte g1(x) = x1+x2— 1. Le lagrangien
vaut
L(x,\1) = m% + 3x% —2x1m9 — 21 + A1 (z1 + 22 — 1).

La condition du premier ordre est

201 =220 — 1+ X =0 201 — 1+ X\ = 229 209 =221 — 1+ N\

6x9— 21+ =0 6(%1—1/2—1—)\1/2)4—/\1:21‘1 4y = —4X + 3
La contrainte de complémentarité correspond a

)\1(1’1 —+ X9 — 1) =0.
— Si A1 =0, alors on trouve
Tr] = 3/4, o = 1/4.
C’est une solution possible car g1(3/4,1/4) = 0.

— Si Ay >0 alors x1 +x9 = 1. Ainsi en utilisant o = 1 —x1, on trouve un systéme sans solution

2—2x1=2x1 — 1+ X\ PN 4oy = —4X + 3 41 = —4X + 3 o 4x1 = —4M + 3
4r1 = -4\ + 3 3—4x1 =M 3+4M —3=X\ 4=1

C’est donc impossible. Ainsi l'unique solution est (x7, x5, A\}) = (1/4,3/4,0).
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3.6.2 Problémes linéaires

Considérons le probleme linéaire

min ¢’z tel que Az = b,z >0 (LP)

reR™

Autrement dit
gk(x) = -z, k=1,....n
hi(z) = Ap,.x—bk=1,....,m

Le lagrangien s’écrit
n m
Lz, A\ pu) = - Z \ix; + Z wi(A; x —b)
i=1 i=1
Les conditions du premier ordre s’écrivent
VoL(z,\) =0 c—A+ATu=0
g:(z) <0,hg(z) =02 >0, Axr =0,

/\k20<=>)\20
)\kgk(l‘):0<:>)\ka:0,]€:1,...,771

En éliminant A, on obtient
c+ AT =\
x>0, Ax =0,
c—i—ATu >0
(c+ ATp)p x 2, =0,k="1,...,m

3.6.3 Problemes quadratiques

Considérons le probleme quadratique

m]iRn /20T Da— ¢T'x tel que Az =b (LP)
TER™

ol A est semi-définie positive. Autrement dit
{ hi(z) =Apx—bk=1....m

Le lagrangien s’écrit

L(z,\) =1/22" Dz — ¢Tx + Z Ai(A;. x —b)
i=1

Les conditions du premier ordre s’écrivent

VeL(z,\)=0& Dz —q+ATA=0 D AT\ (z\ (¢
hi(z) =04 Az =D, & A 0 A \b
A >0 A>0 A>0

Un probleme quadratique plus simple est le probleme des moindres carrés, cf. le TD6.
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