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INTRODUCTION

Marché de I'assurance :
m En échange d'une prime versée a I'assureur, I'assuré va transférer tout ou
partie de son risque.

m En contrepartie, I'assureur versera une compensation a I'assuré si un
certain type de sinistre survient.

Dans cette présentation, on s’intéresse a modéliser les primes et les sinistres :
m Comment prendre en compte la compétition ?

m Comment intégrer la dépendance entre sinistres ?

4/38 — Christophe Dutang 31/05/2012
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THESE BASEE SUR 5 ARTICLES

@ C. Dutang, Hansjoerg Albrecher, and S. Loisel, A game to model non-life
insurance market cycles, Working paper, ISFA, 2012.

, A game to model non-life insurance markets, submitted to
European Journal of Operation Research, 2012.

ruin probability, submitted to Insurance: Mathematics and Economics, 2012.

C. Dutang, A survey of GNE computation methods: theory and algorithms,
Working paper, ISFA, 2012.

, The customer, the insurer and the market, submitted to Bulletin
Francgais d’Actuariat, 2012.

@ C. Dutang, C. Lefevre, and S. Loisel, A new asymptotic rule for the ultimate
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CONTEXTE ET ETAT DE L’ART

La prise en compte de la compétition consiste traditionnellement a
Modéliser le cycle de marché : séries chronologiques,
Modéliser les résiliations et les affaires nouvelles : modéles de régression,
Se positionner par rapport au prix marché estimé : contrdle optimal.
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CONTEXTE ET ETAT DE L’ART

La prise en compte de la compétition consiste traditionnellement a
Modéliser le cycle de marché : séries chronologiques,
Modéliser les résiliations et les affaires nouvelles : modéles de régression,
Se positionner par rapport au prix marché estimé : contrdle optimal.

La théorie des jeux — le dilemme du prisonnier :
m Deux suspects a qui on propose de passer aux aveux.
m Si un des deux prisonniers dénonce l'autre, il est libéré et 'autre écopera de 10 ans.
m Siles deux se dénoncent, ils seront condamnés a 5 ans.
m Enfin, si aucun ne se dénonce, la peine sera réduite a 6 mois.
Les colts des joueurs sont représentés par la double matrice suivante.

J1|J2 | setait(T) dénonce (D)
setat (T) | (1/2,-12) _ (-10,0)
dénonce (D) (0,-10) (-5, -5)

Chaque joueur va chercher a minimiser sa peine potentielle
= (D,D) est un équilibre de Nash, c.a.d. couple de stratégies telles qu’aucun
joueur ne peut diminuer son codt unilatéralement.

7/38 — Christophe Dutang 31/05/2012
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MODELE SIMPLE — MODELE DE RESILIATION
Considérons / assureurs sur un marché de n assurés. Soit x € [x,X]' les prix.
Le choix C; de I'assuré i suit une loi multinomiale M, (1, p;—(x)) ou
Pi—(X) = (pj—>1(X), ..., pi—1(x)) et j est 'assureur de i par le passé.
m La probabilité P(C; = k;j) = pj—«(X) a pour expression
1 T —
1 ef/-(xj,x/) S1 / - k7
7
pj—k(X) = &%) ik (1)
FIESEED) si J# K,
7

ou la fonction f;(x;, x;) représente la sensibilité au prix

- Xi ~ - ”
fi(x, x1) = pj + Oéf;’/ et fi(x, x1) = fij + &;(x; — ).

m La taille de portefeuille de I'assureur j est
/
Ni(x) = Bj(x)+ > Byg(x).
k=1,k#j

ou By ~ B(nk, pxk—j(x)) et nk est la taille de portefeuille initiale.

8/38 — Christophe Dutang 31/05/2012
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MODELE SIMPLE — MODELE DE SINISTRES

Considérons un modéle fréquence — sévérité pour les sinistres.
m Ainsi, le sinistre de l'assuré i a pour expression

Mi
Yi=> 2,
=1
ou M; est le nombre de sinistres, (Z; /), les montants et M; L Z; ;.
m Hypothése : indépendance des sinistres (Y;);

m La perte totale de l'assureur j est

Nj(x)

SM:ZW

m Deux modéles de sinistres sont considérés : Poisson — lognormal (PLN) et
binomial négative — lognormal (NBLN).

9/38 — Christophe Dutang 31/05/2012
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MODELE SIMPLE — FONCTION OBJECTIF

Le choix de la fonction objectif x — Oj(x) se justifie par

m des criteres économiques : pour x_; donné, x; — O;(x) doit étre
décroissante en x; et dépendre d’une prime seuil ;,

m des conditions mathématiques : x; — O;(x) doit étre strictement concave.

On choisit
0 =" (1-8 (s =1)) 5= @)
m ou la prime seuil 7; et la prime moyenne marché m,(x) ont pour expression
mj = w0 + (1 —w)mo et my(x) = ;— Zxk
ki

m g0, Mo, wj représentent la prime actuarielle moyenne, la prime marché
moyenne et le facteur de crédibilité, respectivement.

= Un modeéle sans prise en compte de la compétition serait O;(x) = O;(x;).

10/38 — Christophe Dutang 31/05/2012
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MODELE SIMPLE — CONTRAINTE DE SOLVABILITE

On souhaite une fonction x; — g/ (x;) explicite et concave.
= On choisit une contrainte de solvabilité

Ki + nj(x; — m)(1 — &) > keosuo (Y)/1,

ou g est le taux de frais et ke 50, €5t le coefficient tel que

nj
E( Y)nj + Koo.5%,0( Y)\ﬁ, ~ VaRog 5% (Z Y/> .
i=1

En pratique, on prend kg s, = 3.
m Ainsi, la fonction contrainte g; est définie par

K+ ni(x —m)(1 - &)

— 1
kes.s%U( Y)\/ﬁj

g (x) =

11/38 — Christophe Dutang 31/05/2012
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MODELE SIMPLE — SEQUENCE DE JEU

Sur une période, le jeu se déroule comme suit.
Les assureurs fixent leur prime selon un équilibre de Nash en résolvant pour
toutje {1,...,1}
x_;j — argmax O;(x;, x_j).
X,9j(x) >0

Les assurés choisissent aléatoirement leur nouvel assureur selon py_,;(x*) :
on obtient N;(x*).

Pour I'année de couverture, les sinistres S;j(x*) sont simulés aléatoirement
selon un modeéle fréquence — sévérité et leur taille de portefeuille.

Le résultat de souscription est déterminé

UW(x") = Ni(x")x" (1 — &) — Si(x7).

12/38 — Christophe Dutang 31/05/2012
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MODELE SIMPLE — PROPRIETES

PROPOSITION ([DAL12B])
Le jeu d’assurance considéré avec des fonctions objectif et contrainte définies
par (2) et (3), respectivement, admet un unique équilibre de Nash.

ELEMENTS DE PREUVE.

O; continue + x; — Oj(x) quasiconcave = existence,
X; — Oj(x) strictement concave = unicité. O

PROPOSITION ([DAL12B])
Soit x* la prime d’équilibre du jeu a | assureurs. Pour tout joueur j, si X" €]x, x|,
la prime d’équilibre x; dépend des paramétres de la maniére suivante :

m elle croit avec la prime seuil j, la contrainte de solvabilité kes.s«, la volatilité
des sinistres o(Y), le taux de frais e; ;

m et décroit avec le parametre de sensibilité j; et le capital K;.
Sinon la prime d’équilibre x;* est indépendante de tous les paramétres.

ELEMENTS DE PREUVE.
Conditions KKT + théoréeme des fonctions implicites O

13/38 — Christophe Dutang 31/05/2012
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Considérons un jeu a trois joueurs avec 10000 clients, i.e. n = 10000, / = 3. De
plus, (ny, n2, n3) = (4500, 3200, 2300) et K; tel que ratio de couverture = 133%.

P1 P2 P3 | market | E(X) o(X)

PLN 1.129  1.227 1.029 1.190 1 4.472

NBLN 1.142 1.258 1.095 1.299 1 9.487

TaBLE: Prime actuarielle &; o et marché mg
Les primes d’équilibre sont données dans le tableau suivant.

Xt X3 X3 AN, AN, AR
PLN-ratio 1.612 1583 1.531 | -2585 -43.4 301.9
PLN-diff 1.659 1.621 1.566 | -382.8 -38.4 421.2
NBLN-ratio | 1.727 1.697 1.648 | -239.4 -353 274.7
NBLN-diff 1.777 1.738 1685 | -385.4 -29.6 415.0

14/38 — Christophe Dutang
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MODELE COMPLEXE — CHANGEMENTS APPORTES

Une meilleure prise en compte de N; : son espérance Klj(x) est donnée par
Ni(x) =y x s (X) + D 1 x prsy(x).
I#j
On choisit les fonctions suivantes
m la fonction objectif

Ox) = PN () @

m |la contrainte de solvabilité
_ K+l —m)( - &)

g (x) —
' kee.s%U( Y) \/m

-1 (5)
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MODELE COMPLEXE — PROPRIETES

PROPOSITION ([DAL12B])

Le jeu d’assurance considéré avec des fonctions objectif et contrainte définies
par (4) et (5), respectivement, admet un équilibre de Nash généralisé, si pour
tout joueurj =1,...,1, g} (X) > 0.

PROPOSITION ([DAL12B])
Soit x* la prime d’équilibre du jeu & I assureurs. Pour tout joueur j, si xj* €]x, X],
la prime d’équilibre x; dépend des paramétres de la maniére suivante :

m elle croit avec la prime seuil «;, la contrainte de solvabilité ke 54, la volatilité
des sinistres o(Y), le taux de frais e; ;

m et décroit avec les paramétres de résiliation ., o; et le capital K;.
Sinon, la prime d’équilibre x;* est indépendante de tous les parameétres.

16/38 — Christophe Dutang 31/05/2012
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PARAMETRAGE DYNAMIQUE

Considérons le volume de prime GWP, ;, |a taille de portefeduille n;;, le capital K; ;
pour le joueur j en t.

= Au début de chaque période, on détermine

SN GWP oy X Xy 1 d
Mot = dZ GWP_—, 8. = 1-e,,8§::

Ainsi, on a mj,; = w;@,t + (1 — wj)M—1.
m Les fonctions objectif et contrainte deviennent

(1 —5”( ) —1>) (X —mj.1) s

9i(x) = Kt + nji(x — m.0)(1 — €.1)

- - _

hey keoso (Y)\/Mjt

m Paramétres mis a jour sur le principe ‘leader in turn’ en se basant sur le
volume de prime GWP; ; : frais e;;, sensibilité g; ;, résiliation y; +, ;.

n]t u

O¢(x) =

17/38 — Christophe Dutang 31/05/2012
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MODELE SIMPLE REPETE — SEQUENCE DE JEU

Pour la période t, le jeu se déroule comme suit.
b Les assureurs maximisent leur fonction objectif

sup O.¢(Xj.r, X—j.t) tel que gj.((x;.r) = 0.

Xj,t

Une fois la prime d’équilibre x; déterminée, les assurés résilient ou
renouvellent. On obtient une réalisation nj; de N; :(x*).

La perte agrégée S;; est simulée selon un modéle de sinistre : PLN ou
NBLN. On obtient s; ;.

Le résultat de souscription de I'assureur j est ensuite déterminé
UW i =nji x Xy x (1 —€)— st
Enfin, le capital est donné par
Kit = Kji—1 + UWj ;.

Le joueur j est dit ruiné si K;y < 0ounj, =0

18/38 — Christophe Dutang 31/05/2012
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MODELE SIMPLE REPETE — PROPRIETES

PROPOSITION ([DAL12A])

Pour le jeu sur une période, siVk # j, X+ < Xk €t X 1(1 — €j1) < Xk,t(1 — ex.t),
alors les résultats de souscription par police uw;; est ordonné stochastiquement
uwj ¢ <jex UWk ¢.

ELEMENTS DE PREUVE.
Ordre de ‘majorization’ et propriétés des ordres convexes. O

PROPOSITION ([DAL12A])

Pour le jeu infiniment répété, la probabilité qu'il y ait au moins deux assureurs
non ruinés au temps t décroit géométriquement avec t.

ELEMENTS DE PREUVE.
Majoration de la probabilité P(Card(/) > 1). O

19/38 — Christophe Dutang 31/05/2012



Introduction Modéle de marché Modeéle de risque Conclusion
oo 0000000000 000000 oo
000@000 00000

MODELE SIMPLE REPETE — EXEMPLE DE TRAJECTOIRE

Prime individuelle Volume de prime

o | /X\
o ﬂ,‘/‘/‘
e g 4, 2"
> | 3
g el et yttest
o | 5 |0 287733 33
E< — o ,
= 881 2
<~
N
= — P1
34 P2
2 § . P3
0 5 10 15 20 N 0 5 10 15 20
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o
=] / ¥ 3
~ 3 o
S 2 Q
3 b n
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®
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o
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o

10 15 20
temps

FIGURE: Modeéle de sinistre NBLN et sensibilité 7‘,
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PROBABILITE EMPIRIQUE D’ETRE LEADER
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Simulation de 2'* ~ 16000 trajectoires sur T = 20 périodes.

Ruine avant  Ruine avant Leader Leader Leader
t=10 t=20 ent=5 ent=10 ent=20
Assureur 1 6.1e-05 6.1e-05 0.593 0.381 0.331
Assureur 2 0 0 0.197 0.308 0.329
Assureur 3 0.000244 0.000244 0.21 0.312 0.34
TABLE: Probalités de ruine et de domination
Min. 1st Qu. Mediane Moy. 3rd Qu. Max.
Assureur 1 -0.7905  0.2309 0.3617 0.3563 0.4869 1.2140
Assureur 2 -0.4340 0.2279 0.3600 0.3555 0.4869 1.1490
Assureur 3 -0.4730  0.2308 0.3627 0.3563  0.4871 1.0950

TABLE: Résultat de souscription par police en t = 20

21/38 — Christophe Dutang
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CYCLICITE
Calibration d'un AR(2) X; = a1 X;—1 + @ X2+ &. Sia < 0et & +4a, <0,
alors (X;) p-périodique avec p = 2w arccos (2\/"‘172
prime marché Histogramme des périodes
o
© g =
o
~ 8
- <
~ © o
@ =
£ 3
o =
g - © % i
<
A o
8 -
o =
s
T T T T T I T T T T T T 1
0 5 10 15 20 6 8 10 12 14 16 18 20
temps périodes

FIGURE: Prime marché
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CONCLUSION — MODELE DE MARCHE

m La théorie des jeux non-coopératifs est adaptée pour modéliser les marchés
d’assurance et est une bonne alternative au contréle optimal.

m Sur une période, deux jeux sont proposés : le plus simple comporte une
unique prime d’équilibre, tandis que la version plus complexe admet
plusieurs primes d’équilibre.

m Sur plusieurs périodes, le jeu simple répété montre des prix d’équilibre
fortement liés. De plus, les trajectoires de la prime marché sont cycliques.

23/38 — Christophe Dutang 31/05/2012
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MODELE DE RISQUE
m Modele en temps continu
m Modele en temps discret
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PROCESSUS DE RISQUE

La richesse de I'assureur (U;): au temps t est modélisée par

N
U=u+ct—> X, (6)

ou u > 0 est le capital initial, ¢ > 0 le taux de prime, (Nt)+>o le nombre de
sinistres entre [0, t] et X; le montant du i°™ sinistre.

Hypotheses de départ : Richesse Uy

B (X)is1 " X, :

H I)I>1 1 (Nt)t>0 s

(
(Nt)>0 un processus de Poisson
(d’intensité \).

H

temps t

Probabilité de ruine :

»(u) 2 P(3t >0, U; < 0).

25/38 — Christophe Dutang 31/05/2012
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CONTEXTE ET ETAT DE L’ART

THEOREME ([EV82, RSST99])

Dans le modéle de Sparre Andersen, (N;):>o est un processus de
renouvellement : les temps d’inter-occurence T; sont i.i.d. selon T. On suppose
la condition de profit net E(X) < cE(T).

m Siles montants et les temps d’inter-occurence possédent une f.g.m.
My, Mz, alors on a pouru > 0

_ e’YX?y(X)
Pp(u) < bre " et by = sup —— 22—,
( ) N - XE[O,XU[fX+ erFy(y)

ou ~ la solution (positive) de Mx(r)Mr(—rc) = 1 et xo le supremum de
I'ensemble {y, Fy(y) < 1} pour Y = X — cT.

m Notons Fxo(x) = [, Fx(y)dy/E(X). Si Fx et Fx o sont sous-exponentielles
(pour x — 400, F*2(x)/F(x) — 2), alors

P(u) e m /u+°° Fx(y)dy.

En particulier, (u) ~ (k/u)*~", pour X ~ Pareto(k, c).
u—

+oo
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MODELE MELANGE

Soit © une variable (latente) représentant I'incertitude. Les montants de sinistres
sont supposés Xj|© = 6 ) Exponentielle(6). Ainsi,

n
P(Xi > x1,..., X0 > x,|© = 0) = [[ ™.
=1

PROPOSITION ([ACL11])

Dans ce modele, les montants X, ..., X, ont une structure de dépendance
donnée par une copule de survie Archimédienne de générateur ¢ = Lg". La
probabilité de ruine est donnée par

+o0 9 B _
w(u):Fe(00)+/8 g‘)e u0=%) gFg (6),
0

ouby=\/c.

27/38 — Christophe Dutang 31/05/2012
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RAPPELS DES DEUX CAS SPECIAUX

[ACL11] considérent deux lois pour © :
| Si © suit une loi Gamma(a, \), alors

’y(a,eo)\) A0 egou « F(a— 1790()\4' U))
() () (A4 )t

P(u) =

Si © suit une loi Lévy(«), alors

0(w) =280/ v20) + e [2 (1 -

1 i 2 —uby—a? /(46 )]
2(1+4——)e o (d_v2) - e o) |
* ( * Ot\/U) ( ) VUl

ou di = /Uy = a/(2v/00) et ®(x) = [ exp(—t?/2)dt/ /2.

\17) e*Viop (d+\@>

«

28/38 — Christophe Dutang 31/05/2012
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ASYMPTOTIQUE DE LA PROBABILITE DE RUINE

THEOREME ([DLL12])

Considérons le modele précédent ou © suit une loi continue de densité fo et
o = A / C.
Si fo est p.p. différentiable sur [0y, oo[ avec f§ Leb. intégrable, alors Yu > 0,

W(U) = Fol) + © (0") + o<1> .

u

Si fs est p.p. D¥ sur [6y, oo[ avec fg‘) Leb. intégrable et bornée, alors Yu > 0,

k=1 K
P(u) = Fo(bo) + Z huii?) + O(l) ,

k
i=0 u
00 H(0) = 5j_o(=1) =i 16 (60).
ELEMENTS DE PREUVE.
Intégration par parties + prop. transformée de Laplace O

29/38 — Christophe Dutang 31/05/2012
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ASYMPTOTIQUE DE LA QUEUE DE DISTRIBUTION

PROPOSITION ([DLL12])
Considérons le modele précédent ou © suit une loi continue de densité fo.

m Sifo estp.p. différentiable sur R avec fs Lebesgue intégrable, alors pour

x>0,
P(X>x):@+o<1}>‘

Si fo posséde le développement au voisinage de 0

fo(t), kat““

pour |t| < retn,u >0, alors pour x > 0,

+o00o k 77 fk
P(X > x) Her e

30/38 — Christophe Dutang 31/05/2012
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MODELE DE RISQUE BINOMIAL COMPOSE

La richesse de I'assureur (U;): au temps t est modélisée par

t
U=u+t-> X, (7)
i=1
ol u > 0 est le capital initial et X; € N le montant du i*™ sinistre
Hypothése de départ : o
iid. ---- prime cumul.
] (X,), ~ X. —— sinistre cumul. Xy, _.1
""" ruines -

Deux définitions de la probabilité de
ruine :
ve(u) £ P(3t € N¥, Uy < 0|Up = u),

femps t

et
ws(u) 2 P(3t € N*, Uy < 0|Up = u).

31/05/2012
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MODELE MELANGE

Soit © une variable (latente) représentant I'incertitude. Les montants de sinistres
sont supposés Xj|© = 6 ) Géométrique(g, e~ ?). Ainsi,

B o q si n=0,
P(Xi=ni®=0)= { (1-—qe’(1—e"" sinon,
pour n € N.

Dans ce modéle, la probabilité de ruine est donnée par

6o o - u+1
w(u):Fe(aoH/o L q(g) dFo(6). (8)

e? q

ou 6o = —log(1 — q).

32/38 — Christophe Dutang 31/05/2012
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TROIS CAS SPECIAUX — PROBABILITE DE RUINE

PROPOSITION ([DLL12])

Considérons le modeéle précédent avec une variable © positive et
o = —log(1 — q).
Si © suit une loi Exponentielle()), alors pour u > 0

o) =1 -+ 20050 1,1 - )

Si © suit une loi Gamma(a, \), A > 1, alors pour u > 0

() 1—q e (u+1 (60N +j— 1)) A\
YW= ey g ,0< j )(—1)/ ot (=)

Si © suit une loi Lévy(«), alors pour u > 0

() AE( e
j—0
+e-VIT% (d()v2)], ouds(j) = SV
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ASYMPTOTIQUE DE LA PROBABILITE DE RUINE

THEOREME ([DLL12])

Considérons le modele précédent ou © suit une loi continue de densité fo et
o = —log(1 — q).
Si fo est p.p. différentiable sur [0, 6] telle que f, f5 soient bornées, alors

Yu>0
W(u) = Fol(fo) + % “ "1"%('927) + o(%) .

Si fs est p.p. D¥ sur [0, 6] avec dérivées successives bornées, alors Yu > 0

- A (0) 1
wlu) = F@ 0o) +§ u+2)...(u+2+i)+o(m)’
ot h(x) = fo(—log(1 — xq))/(1 — xq)>.

ELEMENTS DE PREUVE.
Intégration par parties O

34/38 — Christophe Dutang 31/05/2012



Introduction Modéle de marché Modéle de risque Conclusion
oo 0000000000 000000 oo
0000000 [e]e]e]e] ]

TROIS CAS SPECIAUX — QUEUE DE DISTRIBUTION

PROPOSITION ([DLL12])

Considérons le modeéle précédent avec une variable © positive et
0o = —log(1 — q).
| Si© suit une loi Exponentielle()\), alors pour u > 0

P(X > k)=X1-9q9)B(\, k+1).

Si © suit une loi Gamma(«, ), A > 1, alors pour u > 0

k A\
P(X > k) = Z( ) W'

j=0

Si © suit une loi Lévy(«), alors pour u > 0

P(X > k) = 1—q)Z< )( 1ye Vi,
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CONCLUSION ET PERSPECTIVES

Cette thése propose
m Une nouvelle modélisation des primes tenant compte de la compétition : elle
est a comparer aux principes de prime plus traditionnels et a la théorie du
contrdle optimal.

= Un nouveau résultat pour un modeéle de sinistres avec dépendance par
mélange : (u) — A ~ B/u est a comparer au ¢(u) ~ e~ 7Y (resp.
(u) ~ k/u®) pour des lois de sinistres a queue legere (resp. lourde).

De nombreuses extensions sont possibles :

m Prise en compte de I'anti-sélection avec plusieurs classes de risque pour les
assurés dans le modele de marché,

m Application de I'approche mélange et des outils d’analyse a d’autres
mesures de ruine (probabilité de ruine en temps fini, fonction Gerber-Shiu)
ou d’autres modeles (lois phase-type).
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Merci pour votre attention
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PROCEDURES DE TEST POUR LES MODELES DE RISQUE

Les observations sont notées (x;, t)1<i<n €t leur fonction de répartition empirique
Fx.n, Fr.n respectivement.

Tests sur la sévérité des sinistres X
m qgplot par rapport a la loi normale et la loi de Pareto,
m tracé du ‘Pareto chart’ : log(1 — Fx,n(x;)) vs. log(x;).

Tests de corrélation entre sinistres
m test d'indépendance, par ex. celui des points tournants sur les deux séries
(xi)i et ()i,
m tracé du nuage de points (Fx .(Xi), Fr.a(%)) pour détecter une sinistralité de
type CAT,

m étudier les somme partielles 3"}, x; pour m < n et la loi théorique de
i X
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CALCUL D’EQUILIBRE DE NASH GENERALISE

Les conditions KKT du GNEP
VL(x,\)=0et 0 <X L—C(x) <0,

peuvent se réexprimer de la maniére suivante

(o CSto) -0

ou ¢ est une fonction de complémentarité, VL et C sont donnés par

V)q O (X)+JaCC1 (X)T)q C1 (X)
VL(x,\) = : eER et C(x)=| : |eR%,
VX,O/(X) + JaCC/(X)T)\/ C/(X)
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